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第 一 章 Banach 空间 理论 基础 


在 一 般 的 Banach 空间 中 非 线性 逼近 问题 同 所 在 空间 的 结构 
有 相当 密切 的 关系 ， 同 时 也 是 以 线性 逼近 理论 为 基础 因此， 在 
人 研究 非 线 性 逼近 问题 的 同时 , 必须 对 Banach 空间 有 关 性 质 及 线性 
远近 理 论 的 有 关 结 有 果 有 所 了 解 . 为 此 ， 我 们 在 本 章 中 介绍 在 以 后 
各 章 中 所 必需 的 Banach 空间 理论 的 基本 知识 和 线性 逼近 理论 的 
最 基本 的 结果 .有关 它们 的 详细 讨论 可 在 所 列 的 参考 文献 中 找到 . 


第 一 市 ” 弱 拓 扑 与 自 反 特征 


设 六 是 实 或 复 的 赋 范 线性 空间 ，X “表示 X HEB). R 
们 用 By Gr r YI Sx Gr) Sp RU FAR EA x 为 中 心 ,7 为 半径 的 闭 球 和 
闭 球 面 ， 而 对 应 的 和 -的 闭 球 和 闭 球 面 则 记 为 Bx Cx or) A 
Sz (zyr)， 在 不 致 于 混 靖 的 情况 下 ， 则 省 去 下 标 入 ， 特 别 地 ， 当 
Zz= 一 0 或 =1 时 , 则 在 记号 中 省 去 z 或 ~ 这 样 , Bx 和 Sx( 或 B 和 
ORR X 的 闭 单位 球 和 闭 单位 球面 . 而 Bx Sz X BY AS oW 
Am X^ 的 闭 单位 球 和 闭 单 位 球面 . 

对 和 集合 ACX, 令 A 或 int A 表示 A 的 内 点 全 体 ,， 4(A”,A*) 
表示 AM CAI, 58° AD &. COA 表示 A HAA. 


—. Banach 空间 中 的 弱 折 扑 


定义 1.1 由 和 上 的 范 数 诱导 出 来 的 拓扑 ， 称 为 强 拓扑 或 范 
数 拓扑 . | 

定义 1.2 dn€X.c50, fs s, EXC. BM 
V (xoye; Fast fu) 


= {xr E X; |f) — f(a) |.< e,i = 1,552} 

WEK V roseshise SA xo 的 一 个 弱 邻 域 . H X ERREA 
域 诱 导出 来 的 拓扑 称 为 X 的 弱 拓 扑 ， 记 为 o(X,X*). 

定义 1.3 设 f.EX*,e>0, ts s, n€X,. $ 

V(f,5Es24,7*,x,) 
= {f € X*'i|f(xD 一 (cz < e,i 52,7] 

MJEK V Cfoseszio t tn) At So WI” BR hX ERO BTA SS” 邻 域 
诱导 出 来 的 拓扑 ， 称 为 及 "上 的 弱 * 拓扑 ， 记 为 oC(X* ,X). 

为 简单 起 见 ， XCOX "ORB d oze )， 行 zeCzz ) 按 弱 ( 弱 " ) 拓 
IAF x. Cen). MEA 

z.— xol M uu ). 

显然 , X 的 强 拓 扑 强 于 弱 拓扑 ， 而 和 "上 的 弱 拓扑 又 强 于 弱 ” 
拓扑 。 下 面 的 定理 给 出 了 它们 的 等 价 条 件 和 进一步 的 性 质 . 

定理 1.1 XX 上 的 强 拓扑 与 弱 拓 扑 等 价 寺 二 XX 是 有 限 维 的 . 

定理 1.2 Ub X 为 Banach 空间 , 则 和 "上 的 弱 拓 扑 与 弱 拓扑 
4 ffr e— X 是 自 肥 的 . 

定理 1.3 设 M 是 Banach 空间 和 上 的 凸 子 集 ， 则 M 是 强 闭 
<=> M ESAK. 

定理 1.4 0 若 M 是 X 的 子 集 ， 则 M 是 范 数 有 界 <>M 在 
弱 拓扑 下 有 界 ; 

ii) 4 MCX’, 则 ER’ 拓扑 下 有 界 <-> M 是 范 数 有 界 


二 、Banach 空间 中 的 紧 性 


为 给 Banach 空间 中 的 紧 性 刻 划 ， 我 们 先 介 绍 几 种 紧 性 定义 . 

定义 1.4 设立 是 一 拓扑 空间 , MEX 中 的 子 集 , WRX 中 
任 一 覆盖 M 的 开 集 族 皆 含 有 覆盖 M 的 有 限 子 集 族 ， 称 M 为 紧 
的 ; 如 果 的 闭 包 是 紧 的 ， 称 M 为 相对 紧 的 ; 如 果 M 中 的 任何 
序列 皆 有 收敛 于 M 中 点 的 子 序列 ， 称 M 是 序列 紧 的 . 


o2e 


一 般 地 , 紧 性 与 序列 紧 是 不 等 价 的 ,但 当 X 是 距离 空间 时 , 它 
们 彼此 等 价 . 关于 X 和 X* 中 的 强 拓扑 、 弱 拓扑 和 弱 " 拓扑 的 紧 性 ， 
有 下 面 的 事实 . 

定理 1.5 X 的 闭 单位 球 B ELMER X 是 有 限 维 的 . 

定理 1.6(Alaoglu 定理 ) X' 的 闭 子 集 M ER KM 是 
有 界 的 弱 * 闭 子 集 . 

特别 地 ，X" 的 闭 单位 球 B* 是 弱 * 紧 的 . 

定理 1.7(Eberlein - Smulian 定理 ) Banach 4 [a] X 中 的 子 
E M Jé sg 9 M FESS RH. 

一 般 地 ， 定 理 1. 7 对 弱 * 拓扑 不 成 立 . 但 当 X 可 分 时 ， 则 定理 
1. 7 对 弱 * 拓扑 也 对 .事实 上 ， 有 下 面 的 度量 化 定理 . 

定理 1.8 i) X* 的 闭 单位 球 B' 可 度量 化 生 >X 是 可 分 的 . 

ii) Banach 空间 X 的 闭 单位 球 B uf BEBE X 是 可 分 的 . 


三 、 自 反 Banach 空间 的 特征 


关于 Banach SAM ARH, A PMSA James 定理 . 

定理 1.9 设 X 是 Banach 空间 ， 则 下 述 论断 等 价 ， 

D XX 是 目 反 的 ; — 

iD X 的 任何 有 界 闭 同 集 是 弱 紧 的 ; 

iii) X 的 闭 单位 球 B 在 X'’ 中 是 弱 “ 闭 的 ; 

iv) X 上 的 任何 连续 线性 泛 函 在 B. E HAVE RU BOCK TR. 

对 于 一 般 的 Banach 空间 ， 有 下 面 著名 的 Goldstine 和 Bishop 
-Phelps 定理 . 

定理 1. 10(Goldstine 定理 ) Banach 3 fa] X 的 闭 单 位 球 B 
EX WARMER B” EES” PIR. 

定理 1. 11(Bishop - Phelps 定理 ) 设 4 是 Banach 空间 和 的 
(tA RAGE, WEA 上 达到 最 大 值 的 有 界线 性 泛 函 全 体 在 
X BS. 


第 二 节 HSK 
一 、 端 点 及 其 表示 定理 


在 本 节 中 ,我 们 总 设立 是 局 部 凸 的 拓扑 线性 空间 , 特别 地 , 者 
X 是 赋 范 线性 空间 ， 则 X AFTA X' ORT C. 拓扑 和 皆 为 局 部 
凸 的 Hausdorff 拓扑 线性 空间 . | 

定义 2.1 KKAXH-POTR, AREKHBTÓS. GE 

r;,y € K,z-— tr --(1— 0y € Ast € (0,D-x,y € A 
则 称 4 为 天 的 端子 集 ， 若 4 为 单 点 集 {z}， 则 称 z 为 K RA. 
K 的 端点 全 体 记 为 ext 天 或 eCK). 

BR, cC et K > EHE y EK, diio iy). NI 
YF Y2 7T. l 

关于 端子 集 与 端点 ， 有 下 面 简单 的 性 质 ， 

命题 2. 1 D 设 天 CX 是 凸 子 集 ， ACBCK. £ A EBAY 
FR, BRK 的 端子 集 ， 则 4 是 天 的 端子 集 . 

i) Xp ACK 是 天 的 端子 集 ， 则 ext4= (extK) 门 4. 

定理 2. 1(Krein- Milman 和 定理) 若 玉 是 和 的 紧 凸 子 集 ， 则 
K —CO extK). EMEN 

定理 2.2 RX, Y 是 两 个 局 部 凸 拓扑 线性 空间 ,了 是 XX 到 Y 
的 连续 线性 映照 ， 则 对 X 中 的 任何 紧 凸 子 集 玉 ， 有 

extT (K) C T (extK). 


二 、 凸 性 与 光滑 性 的 各 种 定义 
KHP. HR X 是 赋 范 线性 空间 . 


定义 2.2 d 
Vr,yES,rAy r+yl <2 


WR X 是 严格 凸 的 . 
命题 2. 2 ”下 述 论 断 等 价 ， 


i) X MRSS; 

i) extB—5; 

ii) V fEX*，f 在 B 上 至 多 在 一 点 达到 最 大 值 ; 

iv) Vz, y€ X, Jatyll=|cll+iy»l = REPRE. 


使 y=kx 或 工 一 &y， | 

定义 2.3 EV x€S$, Veo, FE d=d(z,e)>0, (iow 
v »€se [27 >10 st. 有 1 zx 一 y <e W X 是 局 部 一 
ALLUR). 

命题 2. 3 X 局 部 一 致 同 守之 Y r€ X,rz0, {Xn} Cam, | s | 
> el, Alla tz ll>2lazll, Ri eme || +o. 

定义 2.4 Y £0, 定义 

éx(e) =inf{1— E lx yl :ry € S. Ex yl Se 

| 则 称 Ox A X mrs TER. 
定义 2.5 XV eo, dx(e)>0, WRX 是 一 致 辐 的 (UR). 
命题 2. 4 X R—3xü8e— V Gs {y1}CX, 若 lim 上 zx, 上 |= 


L Caty) | =lim || æa Es Him zy 


lim || y, || 0, lim | : 


=0. 
定义 2.6 BV es>0，zEXN0)， 存 在 6=9 (e, z) 0, 使 
当 z，yES，z 一 ?一 z， [pets a d 4 ll zy ll <e, RI 


PRX 2H i] — BCA CURED). 
定义 2.7 BV ES, (z,}CS, zx 十 zo 一 2， BEIC A 
RFI, BAX HH RS — SOS CCLURO. 
定义 2.8 a XQ» 7*3 Lı ES, DA 
| xy F … 十 xa ] « K +1 
WR X Ak PES (KR) . 
定义 2.9 如 果 Y e0, ES, FH S=—Sle,x) >0, (EH 


。5 。 


ri tty ES, | atater+a, | >+ hj A 
ACr,xi,7*,23,) SE 
UPR X fe BR A —BOAYCLKUR), Heep 
Alr * 5244.1) 
(| 1 |] et 1 
Jf) filr) ih Jilt) | J; € B* 
Tl i SERE 0 [dle 
Fila) fi a.. fana |: 
* 定义 2. 10 WRV c0, FE =s lE), BAG A x Teyi 
ES, rite tza || >k+1—8 Bb. d 
B ACLI Trp) LE 
则 称 和 是 天 一 致 凸 (KUR)， 
reS, JES, I=, WHS Br HXBER. 
定义 2.11 WreS, 者 在 x AA E— SEDE B. 则 称 工 为 
B 的 光滑 点 ;车 $ 上 的 每 一 点 皆 为 已 的 光滑 点 , 则 称 和 是 光滑 的 . 
定义 2.12 . WV se>0， 存 在 SG>0 Er, y€ X, x€S, 
ly 1l «à 时 , :有 c 
| 本 ?十 外 z 一 yy <2+elo] 
则 称 X 是 一 致 光滑 的 (US). 
”定义 实 函数 | 
px = sup| Cl yl 十 1z 一 > 一 1 


xzes,lylsr| 


则 称 ex (ORE X JRA. AW X — BOGE ex C /c00 
or or | 
定义 2.13 dV ES， TES, r,—— n, HEH | z, — z || —> 
0, MPX RAH TER. 
定义 2.14 BV ziES，yES， 极 限 


lim ET 十 Ay l — | To | 


n 0. 


存在， 则 称 X 是 eateaux 可 向 空间 . 
“te, [tot ay ll — ll 


A+ 0) A 


KF yES 一 致 成 立 ， 则 称 X 是 Frechet 可 微 空间 . 
三 、 各 种 凸 性 与 光滑 性 之 间 的 关系 


命题 2. 5 D 一 致 凸 之 开 -HH>K +1 —A >X BE: 
i 局 一 致 凸 之 局 天 -一致 凸 一 局 天 十 1 一 致 凸 ; 
HD K 一 致 凸 之 局 玉 —3 03K 严格 是 ; 
iv) 局 一 致 凸 所 之 严格 凸 且 紧 局 一 致 凸 . 
定理 2.3 i) X* RSX HH: 
i) X* E> X 严格 凸 . 
定理 2.4 BX eK 一 致 凸 则 X 有 五 性 质 . 
定理 2.5 X BW Sl] X 是 Gateaux 可 微 空间 . 
定理 2.6 i) X 一 致 光滑 所 之 X" 一 致 凸 ; 
i) X —3 1e X * — BOE. 


四 、 具 体 空间 的 端点 、 呈 性 和 光滑 性 


具体 空间 的 端点 ， 凸 性 和 光滑 性 由 表 2. 1 给 出 . 


Banach 23 fa] X 


; lo; (wo) — m = (Cramer nE 


R3 || zl o=sup|2,/<+-0} 


续 表 


c=c(wo) = (Gg ER} | z— 6G. XB n1, | 不 严格 凸 | 不 光滑 
且 从 某 项 开始 为 十 1, 或 
从 某 项 开始 为 一 1 


limz, =a, | T | e» =sup | £a | 
n "n 


«9j 


无 端点 不 严格 凸 | 不 光滑 


fq — Co (x09) = { (ay) Ser: Lr €E 


Rilimz,=0, || xl = 


列 sup |z,|<t+co} 


te, 其 中 ei=(0,.",0, PUER IS 不 光滑 


1,0,……), (第 ;项 为 1) 


lh =) (109) = {(2_) pal tn € 


RII := 24 dz | eoo) 


lp = lp Cw) = (nnm: Tr € 


S 一 致 品 | 一 致 光滑 


Ri ici ,一 (之 |, [Pr 


+co}(1<ip<i+oo) 
Q 为 紧 Hausdorff 拓扑 空间 

CC2)= (7 了 是 人 上 实 值 连 
UR NN NI loo = max 


fi-l 不 严格 凸 | 不 光滑 


| 符 导 点 测度 , 即 F EC | 不 严格 是 | 不 光 清 
(2) ,使 得 存在 z€ 0, 
iF N=fa), RF 
=—f(2),¥ FEC) 


无 端点 不 严格 凸 | 不 光滑 


w 
Q 为 紧 Hausdorif 拓扑 空间 
C(Q)* 


Li0,1]— (f J&C0,1] EX 
ffi Lebegue 可 积 函 数 | fll 


= [lifter ida <+ co) 


不 严格 凸 | 不 光 清 


Le[0,1]— (7 是 L0,1] 上 


SARE A FH BR Il f || 
= Varisuplf Cz) | <+} 


pi Banach 4 Bj X 
DI AF ROE 
Pl 值 Lebesgue 可 积 函 数 
‘ile = (P IF ldx] i 


aS . 
而 | £d. | 
«Lde il «D poco) | 


第 三 节 ”向 量 值 函数 空间 


一 、 连 续 向 量 值 消 数 空间 


iO E Hausdorff 拓扑 空间 ，X 是 赋 范 线性 空间 . $ 
CWO, X) me LEO p. BUB X 中 元 的 所 有 连续 辆 数 全 体 . 
在 C40,X) 上 定义 范 数 

[fl = max fle VfE COX) 

Ju. CCQ, X) FE RRA HES A], HO X 是 Banach 空间 时 ， 
C(Q,X)th iR Banach 空间 ， 特 别 地 ， 当 X ER KORAT, CR, X) 
则 简 记 为 CCQ)， 当 XX 是 实数 域 时 ，C(CQ,X) 记 为 Cr). 

定理 3.1 ie E=C(Q,X), M) Le€extBg > frfdp:i€ 0, x" 
CextBrz, fi 

LO) = x'Lf« v/e€cino,X) 


=. Bochner 可 积 函 数 空 间 


设 (2,3, 表 示 完 备 的 有 限 非 负 测度 空间 ，X 是 赋 范 线性 空 
间 . : 

定义 3.1 ROX 是 向 量 值 函数 , 若 存 在 定义 在 0 LK 
值 为 X 中 元 的 可 数值 可 测 函 数列 (万 } E 


| If.) — fO lE x0 g-a. FO 
则 称 了 是 -可 测 函 数 . 
注 可 数值 可 测 函数 是 指 
f= Mun 
Xu E CZ, UE=2, EE -9 Gj), iz) cx. 
定义 3.2 设 可 数值 可 测 函 数 
f= Ys 
ei 
3140 lad < 
则 称 了 是 Bochner SEU, HX VE 三 ， 定 义 
| f@dp = 0 (| Ez 
定义 3.3 设 f 是 可 WR. 若 存在 Bochner 可 积 的 可 数值 可 
测 函 数列 {f,} E 
| ll Fa) — fC) || xdi — 0 
则 称 了 是 Bochner 可 积 的 ， 且 对 YE € Z. BY 
| f@dp = lim| f, dz 
X IKEK, EM 
f & Bochner 可 积 ,有 
LpA) = fra- X f IFO gdu < o | 


FEL, Co X) EE MIR 
trés (f IFO lan 和 Ye ro 


对 p=, Lolu X) 表示 定义 在 人 上， BURT X 中 元 的 ，A 可 测 
的 ， 本 性 有 界 的 函数 全 体 ， 且 和 定义 范 数 为 


«10.6 


|| fll. = Varisup{ | fO d X.2 € N) 

则 Le, 5) AS poo) APA MRR EB [a], E4 X 是 Banach 3 
HEY, Lalu X) dt Banach 45 fa]. fe5jHb. Xp X ARAN, 
L,CGu X) LG). 

命题 3. 1 RIKAS, WL, X) BW] fp PROC AS PITE 
L,Cu, X) sp tiq. 

定义 3.4 m: 一 X EKA Bm 满足 下 述 条 件 : 

DV {Ej}, CEE QE =% 有 

n( UE, E Em(E,) 
ii) [mi CQ) = sup 2, | mCE;) || <+ co 
r Ez. 


Hp r={E1 e En ÆR PUB BIA 

ii) “(E)=0>m(E)=0,Y EES 
则 称 m 是 有 界 变 差 ，4 ESA HI BME. 

定义 3.5 车 对 每 个 有 界 变 差 , x 连续 的 向 量 测度 mm: 2 X, 
EET FEL UX), ff 

| f 


则 称 X EFR, E.H Radon - Nikodym 性 质 ， 若 X 关于 和 任何 
(Q, E, Radon - Nikodym 性 质 ， 则 称 X Æ Radon - Nikodym 
下 面 的 命题 给 出 了 具体 空间 的 Radon -Nikodym EM. 
命题 3. 2 i) 下 列 空间 具有 Radon - Nikodym 性 质 : 
(D BRZM; 
(2) V ÆTI, LOM; 
(3) Æ X # Radon - Nikodym TERR. L,G X), l<p<o; 
(4) HOHA". | 
iD 下 列 空间 不 具有 Radon - Nikodym 性 质 : 
C1) co cy læ; 
(2) C(O), Ls; 


etl * 


(30 Eu PERT, Lio. 

定理 3.2 WILP, WL NT =L X 
FA, I, Efi Radon - Nikodym 性 质 ， JOP + 1a! 
IY .g= co). 

定理 3.3  L,C,20— 994 Cho — 3808, ee. See. —3X 
J) ——l-pco. HX -mi Og- 3x0. PR. XC. 
一 致 光滑 ). 


三 、 向 量 值 序列 空间 


设 1<N< 二 ce， 定义 
DOG) = { (a) 121 EX 3 | x, I] & <}, p< 
OX) = (Gsm € Xi sup ld < emu m co 
E DOC Es XO 
Gol, = DADY po 


| G2 le = sup lax _ o 


则 IY CORNEA MESE T. M X, 是 Banach S jit, 15 XD thé 
Banach 空间 . 

特别 地 ， 当 入 = co 时 ， 则 省 ERN. 当 X; 都 是 数 域 时 ， 则 
WAZ Bel, HEH. YN ARR. p= 二 2 时 ，i 为 N 维 欧 几 里 得 
空间 ， 此 时 则 记 为 R^. 

定理 3.4 对 1 委 2<coe， 有 

[Y(X] = UO?) 

Job == g=). 

定理 3.5 BE=(X), 1<p<o, W 

extBg = {(2;):(| x; |) € extBY,z,/ || xil € extBx } 

关于 尽 (X,) 的 凸 性 与 光滑 性 ， 有 与 定理 3. 3 类 似 的 结果 : 


12». 


定理 3.6 I CXO—3 e 1« poo, X; —58 r1... 
N) 上 且 有 一 致 的 凸 性 模 ， 即 V e0, 
int ôx, (e) > 0 
l<i<N 3 
定理 3.7 CX) ORD  e—1«pco, HX G- 
1,2,*: , NO pe RS Py (光滑 ). 


第 四 节 ”线性 还 近 的 基本 定理 
一 、 最 佳 逼 近 的 基本 述 语 与 事实 


设 G EX HTE EX, 定义 
del<) = inf{ ll x —gll:g € C} 
则 称 ic(Cz) 是 G 的 距离 函数 ， 若 goEG， 满 足 
| T — Bo | = d(x) 

Wa goEG 是 zx 在 G PHREBE (元) 或 最 近 点 ， 其 全 体 记 为 
Pc(z). Po RAG 上 的 距离 投影 或 最 佳 逼 近 算 子 ， 它 是 式 到 
2° 的 一 个 集 值 映照 | 

定义 4.1 XV TEX, Pe OAS, WIR G BIH sfr TETE 
fg. EV zEX，Pe(Cz) 至 多 是 单 点 集 ， 则 称 G 是 半 Chebyshev 4E 
或 唯一 性 集 . FEV x€ X, Pe oR APAE, MRG 是 Chebyshev 
集 . 

显然 ， 若 G BER, WC WA. 

定理 4.3 WX Æ Banach 空间 ， 则 下 述 论 断 等 价 

i) X AR: 

iD X 的 每 个 闭 超 平面 是 近 迫 的 ; 

iui) X ASSASSIN 

iv) X Wyte pio SE Ri 85. 

定理 4.2 it X fe Banach 空间 ， 则 下 述 论断 等 价 

i) X PERRY; 

iD X 的 每 个 线性 子 空间 是 半 Chebyshev Æ; 


ii) X 的 每 个 有 限 维 子 空间 是 Chebyshev 集 ; 

iv) X 的 每 个 凸 子 集 是 半 Chebyshev f. 

定理 4.3 WGCRX WFR, g€G, cE XG, MM go€ 
Pola) FF r CB’, d 


r'(Gr— go = Iz— g| 
Rez" (g&o — g) 20. WeEG 
特别 地 ， 若 C 是 子 空间 ， 则 go€ Pe(z) 对 > 存在 x CB’, E 
r'G—g9) = || zx—gol 


r'(g)—0, Vgc€c 
定理 4.4 (Kolmogorov 条 和 件 ) EG RE X HAF, x€ XN 
C， 则 goE Pelr) gEG, FEF x’ €extB" [di 
r*'(Gr— g) = ix — g | 
Rez" (go — g) 2 0 


定理 4.5 WEG d X 的” 维 凸 子 集 ，zEXNC， 则 gE Ps GO 
. & FF at oe eX € extB" ;a12 07,2, 0; 1 msnd-1C0X 为 


AHB.l«ms«2n--D048 Sla=1, HB 
i=] 


xë (£ — g) = lla — Boll ,= 1,2,,m 
Re jaa (go — Zo) Z O, Vgcc 


特别 地 ， GE 维 子 空间 时 , M oo E Po (x) <> FFE E 
extB", 实数 a> OG =1,2.°: ',m), i<m<nt+1 或 2n 十 1， 使 


2121. H 


cx—gm)0-—djr—sl:i-1:',.—:m 


Sazi) =0, VYgEG 
i=] 


二 、CG0) 和民 4) 空间 中 的 线性 通 近 


(一 ) CC) 中 的 Chebyshev 逼近 


. l4» 


EAT vc ED. aeg ER ri HTTP aa He er pe 


定义 4.2 RGCHC(O PH n ETZ, AV eC. g 至 多 
只 有 7 一 1 SSR, WHC 是 哈 尔 子 空间 . 
下 面 的 命题 说 明 并 不 是 所 有 的 紧 Hausdorff 空间 Q, CCQ) rf 
都 有 非 平 凡 的 哈 尔 子 空间 . 
命题 4.1 COD 中 存在 ”之 2 维 的 哈 尔 子 空间 <->1 拓扑 同 
胚 于 圆周 上 的 一 个 财 子 集 . 
定义 4.3 设 h€ECrLa,b5j]， 若 存在 m 个 点 
ASA a, Se Ca, Sb 
使 
h(x) | = All, i = 1.2,75,m 
h(x;)-—-—h(xu. 1 = 1,2,-.m — 1 
RU h FE m 次 Chebyshev 2745. 
定理 4.6 UE GCCCOOD dé FR. AE CODNG go € GIU go 
€ PV EG FEE Op g, ,使 | 
Resgn(f — go) G) (go — g)00 之 0 


其 中 | 
Nie, = (te RISO — g)| = |f — g E 
ajja], a 0 
sgna = 
0, a—0 


定理 4. 7 (交错 定理 ) G RE Cu [a blh n BOREAS, f 
€ Cal a b ]NG, go € 6, pi Zo Pe fi f — go 至 少 存在 n+] 次 
Chebyshev 交错 . 

定理 4.8 设 G 是 C(0) 的 有 限 维 子 空间 , 则 G 是 Chebyshev 
RSC 是 哈 尔 子 空间 . 

(=) Ly -线性 逼近 

由 于 LOAA REB BU IS. BUE TP MAME ETE 
性 定理 . 

定理 4.9 BHi<p<o, W L,CO rp KENA AT Re 
Chebyshev TÆ. 


六 /中 线性 通 近 的 唯一 性 较 差 ， 

定理 4. 10 若 y 是 无 原子 测度 ， 则 L(y) 中 不 存在 有 限 维 的 
Chebyshev F% fB]. 

但 在 Cr [a, 5] 上 ， 有 下 面 的 唯一 性 定理 . 

定理 4.11 iG Æ Cerla b liea TFE N, N G 是 CrLa,6j 
XE L GO Ci H Lebegue 测度 ) 中 的 Chebyshev 子 空 间 . 

定理 4. 12 设 CCZ，(A) 是 凸 子 集 ， fE L,GONG, 则 go€ 
Pe NY SEC 


Re| [FO 一 goG) Msg — go) C) 
‘(go — g)(du Z 0,p>1 
Re| sgn( — go) (gs, — e) (dp 
> [e By) du p=1 


Z(f—&g) 


其 中 
Zf — g) = (t€ 2:f@ — golt) = 0} 


SRY ”评注 与 参考 文献 


本 章 中 关于 Banach 空间 几何 理论 的 定理 可 在 俞 讲 泰 的 专 
SO hPa, 而 关于 线性 有 逼近 理论 的 结果 则 取 自 Singer 的 专著 “1. 
其 它 的 定理 则 从 其 余 的 参考 文献 中 收集 而 来 ， 如 ， ERU. 29,5 
43. 6, 定理 3. 701, 定理 3. 2031, 定理 3. 3014. 
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第 二 章 ” 非 线性 逼近 的 特征 理论 


在 线性 逼近 理论 中 ， 当 刻 划 最 佳 逼 近 的 特征 时 ， 有 著名 的 
Kolmogorov 特征 定理 . 因此 , 一 个 很 自然 的 问题 就 是 能 否 将 Kol- 
mogorov 特征 定理 推广 到 非 线性 情形 ， 本章 将 研究 这 个 问题 . 

首先 ， 我 们 引入 太阳 集 概 念 ， 并 在 第 一 和 第 二 节 中 讨论 太阳 
集 的 性 质 和 特征 ， 从 而 给 出 使 Kolmogoror 特征 定理 成 立 的 逼近 
集 G 的 特征 刻 划 .在 第 三 节 中 ， 我 们 介绍 最 佳 逼 近 的 另 一 特征 刻 
划一 一 Papini 特征 定理 . 最 后 ,在 第 四 和 第 五 节 中 分 别 讨论 一 般 空 
间 中 的 特征 理论 在 连续 函数 空间 与 “多 元 ” 通 近 中 的 应 用 . 


BH ”太阳 集 及 其 性 质 


本 节 我 们 讨论 太阳 集 概 念 各 有关 的 性 质 . 
定义 11 设 G 是 XX 的 子 集 , gEG, fr 
Y z E X,g,€ Powe € Polta), V a Z0 

则 称 go 是 G 的 太阳 点 ， 其 中 r= giotelr— g). AC 中 每 一 点 都 
是 G 的 太阳 点 ， 则 称 G 是 太阳 集 . 

命题 1. 1 wG fi X 的 任 一 子 集 ， r€X, g€G. # BoE 
Pela), WIV Oxcasl, go€ Pelra). 

证 反 设 存在 aE[L0,1], 使 go€Pclzr。)， 则 存在 gEG 使 

| ze gll «x — goll —2«lz— go l 


从 而 
le- gll =] z t+ z g | 
s&lz-—zl-cliz-szl 
«lz—xdcxldz—asl 
= || z — gy | 
18° 


与 goE Po (aA JB. 证 毕 . 

命题 1. 2 设 CGCX，goEG， 则 go 是 G HKBH A —— V rE 
X. #eEPco), Wj g€ Perg). 

E ”必要 性 显然 ， 故 我 们 只 需 证 充分 性 . 由 命题 1. 1， 我 们 只 
要 证 明 : 

VrEX,go € Pelr)>g, € Pelta), V az 1. 
由 归纳 法 ， 不 难 证 得 ， 若 goEPc(Gz)， 则 
go € Po ("x — 2" — Dg), n= 15250". 


对 Y al, Hen fü 2a, U<, 故 由 命题 1. 1 知 
go € Pe zrL2"z — (2" — l)ge — Bol + go 
Bp 
go € Polta) 
 jikgodÉG 的 太阳 点 .证 毕 . 


例 1.1 whGHX PRATER. WC 是 太阳 集 . 
事实 上 ， Y XEX, ZoEG, Æ go€PcG), pij 


lz- el < |z- H|, vee 
Rp | 
| 2x — Bo — Boll —2|lrz-sgl 
< |2r—g,—gl. Vg€G 


B go€ PcC2x—g9,. BD G 是 太阳 集 . 
命题 1.3  WEGC X, g,€G. We X G 的 太阳 点 寺 >Y rE 
XNG, go € Pex) 4 AMV ZEG, go; € Pu, (x, 其 中 
[gog] = lago + (1— e)g;0xc as 1j 
证 由 于 
| V g E Gg € Peg gi) 
> lr gl < |e- ete], VgEG 


> | 2x — gc — zoll < | 2z — go— egl, Vgc€cG 
。19 。 


€—»g, € Pez — gj) 
故 由 命题 1. 2 知 ， 命 题 1. 3 成 立 . 证 毕 . 

推论 1.1 设 G 是 外 的 子 集 ， 则 下 述 论 斯 等 价 : 

D G 是 太阳 集 ; 

ii) V x€ X, go, €G. go; € Pc(x)7»g, € Pe (27— go); 

ii) V z€ X, BEG, gu € Poa) &— go € Pu, GO, V g€G. 

定义 1.2 设 C 是 X 的 子 集 ，geoEG，zEX， 知 存在 sg 的 一 
AS FF BIR U Cg , WE gE Penveay Cx) s 则 称 go Æ < 的 局 部 最 佳吉 
VT. 

RIV »€ X, 定义 

M, = iz' € Bic’) = | yl) 

WW 95. M, 是 BHR RT R. 

定义 13 YEGCX, g€G, XV XEX\G 

GN KG) x 99g € GT Ko 
则 称 g 是 G 的 月 亮点 ， 其 中 
| K (goz) = (go + y € XiRex' 22 0,V EM 
BG 中 的 每 一 点 都 是 月 亮点 ， 则 称 C 是 月 亮 . 

定理 1.1 设 G 是 X 的 子 集 ，goEG， 考虑 下 述 论 断 : 

i) go 是 G 的 太阳 点; 

i) V z€ X, go dé x Ig boupig EVI. Wee Pela); 

ii) ge 是 G 的 月 亮点 
则 iD iib. 

WE D1D. 

VEX, dis icf. WA g 的 开 邻 域 
U(g,,0)—B (go,6) 使 . 

lz-—azlsir-sl.: Vg€Gf()U(Cg,9 
4 
a=min{l, ó/3|lr-— gl! 

WAM gE Pc. 事实 上 ，Y EGU), W 上 g 一 go 


+ 20 8 


ep i 


之 6， 从 而 | 
|x.— gl = ir> g tee l 


= |l ra~ go] — Ilae— Bo | 
ò 

TÓ — — 

之 0 5 

> || re — Zo | 


另 一 方面 ，V_gEGmnU(Cgo,6)， 若 
| ze> gl «lx — gol 
则 
le gll = || r — t+ zz | 
|| r r) + || re~z |l 
<A — a) || z — gol + lz — g | 
= || z — go | 
5j gE Perwa o C FB. 由 go 是 G 的 太阳 点 知 go € Pel). 
Bx i-i). 
iiD)=>iii)， 
RR go 不 是 G 的 月 亮点 ， 则 存在 EX 使 
K (gox) NGA 
但 | 
8o € Kles NG 
从 而 存在 >00, BARRE 〈go,e) ,使 
B(g,,8 门 天 Cgoz) C XNG 
事实 上 , 令 e>0 使 
B (gj, C XNG G2) f G) 
则 
B (g,,e) N klear) CXNG 
令 &EGmK(Ceoz)， 下 证 ， 当 4 充分 大 时 有 


g € Blan t Me go) Allz— ell) 
事实 上 ， Al gE K leor), 故 


oP]. 


max Rex* (go —g) &— 8 «0 


x “EM, 1—8; 


其 中 8p>0 是 某 实数 ， 从 而 ， 存 在 弱 * ATÆ WOM.,. W 
Rer'(g,— g) &-— rud Yz EW 


这 样 ， 当 一 0 时 ， 


sup Rex* (g, + Ax — g) — g) 
xz’ EW 


«A x— gol + sup Rex" (go — 8) 


alz goll — +8 
<All xz — go ll 
另 一 方面 ， BH- B'NW ERT, ME o0, f 


sup Rez" Gr 一 8) S 17 8 | —a 
xz EH 


Mitt, “4 a> || g—go || /a 时 
sup Rex* (g, + ACx — gy) — g) 


r'€H 
< A sup Rex” (£ — 8) 十 lg — Zo ll 
x" EH 
All z— g || —4et+ lg — &ll 
<All x — £o | 
故 
| Zo + ACe — go) — g |l 
= sup Rex’ (g, A(T — £0) — £g) 
x” €B* 
<All z— go | 
BJ 


.g € B(go + Ax — By) All x — g ll? 
WE, 记 式 二 go 十 4(z 一 go)， 则 当 4 充分 大 时 ， 有 8E 
Bla | zgo ||). 而 
Bar, | Xai 8o | om K (gsx) 
E ， 
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Blgos®) a Blax, | X414 — &o | )C XNG 
BB e. 是 xz; WARBER, Hild Al, go€ Pela). 


但 由 g€ BG, | xz; 一 go ll 2l 
lxi— gl « Ix go l 
BB goE Pola), AUR. Hii). wey 
jE 1.1 在 定理 1.1 6, iD). i>i), RAK. 
例 1. 2 在 欧 几 里 得 空间 R* P, $ 
一 (zy) E R; x«t yy Sl} 
易 见 G 不 是 太阳 . 但 对 VY go— Gro») EG， 定 理 1.1 中 iD Rr. 
例 1.3 ÆR 中, 4 
G = (xr, E€ R°; Tcr + y° D1} 
则 易 验证 , C 是 月 亮 . X ev (0,1) 是 二 一 | 0, — 2) 的 局 部 最 佳 过 
近 ， 但 go € Pc Cz). 

推论 1.2 设 C 是 X 的 子 集 ， 对 下 述 论断 : 

D G 是 太阳 集 ; 

D Y LEX, G Xt e ARREBA G XI x BIER YT: 

ni) G 是 月 亮 . 

Mow. i> ii) iui). 

注 1.2 Braess 在 他 的 专著 ”中 给 出 了 太阳 集 的 另 一 种 定义 
(为 区 别 起 见 ， 我 们 称 之 为 8 -太阳 ); 设 G 是 XX 中 的 近 迫 集 ， 如 
RV zEX， 存 在 g€ Pela), IV a 宇 0， 有 goE Pcla.), WK 
G 是 B -太阳 . 易 知 , 当 G 是 存在 性 集 时 , 太阳 集 必 是 B -太阳 . 当 
G fz Chebyshev 子 集 时 ， 太 阳 集 与 8 -太阳 是 一 致 的 . 一 般 地 ，B 
-太阳 集 未必 是 太阳 集 . [pb 在 推论 1.2 中 , 将 太阳 集 换 成 B -K 
阳 集 ， 则 结论 不 真 . 

例 1.4 HX=L., S 

G = (6,320 € IL,rz20mÓÁy0j 
则 G 是 B -太阳 ， 但 G 不 是 太阳 . 事实 上 ， G 也 不 是 月 亮 


= 23>» 


设 go 二 (zo,0), 如 图 1. 1(a). z€ XNG, tpi. 100, 则 gc 


Pel(Z), H 
K(go,z) = {Caw E l; 
K (gy, 2) a G = (z, y) € lr 0y 二 0j 


但 gE K Gro ZO C)G MA. 1050. S G 不 是 月 亮 . 


£> Tory < O0} 


% — Kolmogorov 条 件 与 正则 集 
2.1 &GCX, rcx, go € G. fr 
max Rex’ (go — g) 220, 


z" EEs g, 
MJER Cx (£o) ME Kolmogorov 条 件 ， 其 中 
Er-e, = extM,_, = (extB*) f) M -e 
引 理 2. i (Ascoli - Mazur 定理 ) Vx, y€X, 定义 
lz-Etf»yl — xl 
t 


VEG 


t(r,y) = lim 
t—0+ 


则 
r(Zyy) = max Rex* Cy) 
z" EM, 


证 由 于 V x* eM, 


* 24 。 


rCzyy) > lim Rer" (x + ty) — Rez (x) 
t-04- 


= Rex’ (y) 


— 


T(r,y) == maxhRex'(5) ` 
| x” € M, 
另 一 方面 ，Y :0, Kx EMs W 


r(x,y) Slim Rez; (x + ty) — Rez, (x) 


t— J+ t 
= lim Rez; Cy) 
it 十- 
因 有 :是 弱 * 紧 ， 故 可 设 rr 一 ->z6 0040. WF 
ziiy hbr G — 0 -r) 


WATE zo EM Min 
r(x,y) «lim Rez; Cy) 


上 一 0 十 
— Rez Cy) 


< max Rez ' (y) 
r EM, 
故 引 理 成 立 ， 证 毕 . 
命题 2.1 设 C 是 X 中 的 子 集 , +EX,goEG, 则 下 述 论断 等 
价 : | 
D Goog Hi AL Kolmogorov Aft; 
ii) max Rer'(go—g)220, SEC 
z'e€M,.. £j 
iii) r(r—£gogo— £)220 V gEG 
HE ii) ili) FH |e. 1 给 出 ， 由 于 OELGQ CM. 4. WDS 
ii) PA. FHD. 
VgeG, S 
a= max Rez‘ (go — g) 
TEM, -Eo 


Ta* = Rer* (go 一 2), Va* € X* 
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则 并 是 和 :上 的 连续 线性 泛 函 . BD 知 , aM- ET FOR 
TM, .,, 的 一 个 端点 , 从 而 由 第 一 章 定理 2. 2 知 ,存在 x? E ext M. 


— E.g Ji Tro =A» 故 


max Rer'(g,— 8) È Rex} (go — 8) 2 
x EE e 


由 gEC 的 任意 性 知 i) R- UE. 
注 2. 1 ii) 坊 让 也 可 不 用 第 一 章 定理 2. 2， 而 直接 证 得 。 事实 


a= max Rex’* (go 一 8) 之 0 
2° EM, | 
M= {x* € Mg: Rex" (go — 8) =a} 
则 易 证 M 是 非 空 的 弱 * 闭 、 凸 端子 集 . Mi h Krein -Milman 定 
理 知 ， ext M,zzo, H 
ext M, = M, N extM,_,, 
BMAP LE x * CextM,, 二 上 zs, 使 
Rex*(g, 一 828) 一 4 之 0 
因而 (z,go) 满 足 开 olmcgorov AF. 
命题 2. 2 设 G 是 X 的 任 一 一 子 集 ， r€X, go € 6G. xr Gr. gm 
Ig Kolmogorov 条 件 ， 则 go; € Pc. 
证 由 (zx,go) 满 足 Kolmogorov 条 件 知 ，Y ZEG, FrEe 
EF, ¢, AË 
Rez* Cg» — g) zO 
从 而 . 
|z—goll —Rez'G — go) 
=Rez* (x — g) + Rez“ (g — go) 
<liz—-ell 
& go; € Pc). 证 毕 . 
定义 2.2 设 GCX，goEG， 若 Y x€X. geG, 及 满足 
min Rer'(g — go) > 0 


r'€A 


E, , C AC extB” 
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+ Re OPS eee Hie: dan . PT : pee 
1 A Pe em i EE A MRNA ICH esp SSA Eee Co e Hn Foil do Mn 


的 弱 *- 闭 子 集 4， 存在 (ge )CC， 使 |g, 一 go || OR 


Rez'(g,— go) > Rer* (x — go) — lx ~ go] Vr EA 
则 称 go eC KEMA. 3; G 中 每 一 点 都 是 正则 点 , 则 称 C 是 正则 
集 . 


定理 2.1 设 GCX， g.€G. 则 下 述 论 断 等 价 : 

D go XE C 的 太阳 点 ; 

i) V r€X. g€ Pelr) lr. cH Kolmogorov 条 件 ; 

HD gs G BEN pi. 

证 DD. 

hz gs 十 GG 的 太阳 点 ， 但 存在 r€X, EP Oj), {Hi Crego) 
不 满足 Kolmogorov eff. BORE. ARTE EEG. fb 


max Rex* (g) 一 g&) 一 一 se<<0 


z EM, go 


U = ix*€ B*, Rexc'(g,; —g)«— = 
£ 


WU ER M- WB ERS JP 4E. HV >00. x— g, ta (07 一 
g.) 


sup Rer" (x, — g) < alz — gll + sup Rer*'(g,— g) 


< |x. — gl — 5 
< faa — Zoll 
为 一 方面 ,由 于 KK 一 B"\U 是 B' PRS 紧 子 集 , 故 存在 96>0, 使 
maxRex* (a — go) S |r — goll — ô 
x" EK 


HY a>|lg—goll/e, WI 
maxRer (r, — g) 
r EK . 
< maxRer' (x, — go) 十 maxRez* (gy — g) 
x EK x” €K 


< ellz — goll — a + lgo — gl 
< alix — goll 
27 * 


一 ze 一 Zoll 


Bk 
liz. — gll = max Rex" (ze — g) 
2“ €B* 
«x. 一 Zoll 
BÜg,CPcCOrO. BD Ab go€PcGO. FA MA2. 2X0 )0- 
ii? 成 立 . | 
i-i). 


WY LEX, goE P(x), Wii) Al 


max Rez* (go -—g) 20, VgEG 
x"€E 


由 于 x 一 go 二 (Xx 一 go)， 故 | 
Ez -e = Er- V a 70 
故 Gg FFE Kolmogorov 和 条件， 从 而 go€ Pelra). PRL, iD 
D gu. 
iii). 
对 Y_gEG，zEX， 及 满足 
E, , C. A C extb" " 
min Rer*(g — gy) >0 
I" EA 


Has SRA, Hii) 知 ，go€ Pel). 令 
D,=(g€G: lg — el< zz — el 
Hiei 及 定理 1. 14, Y n=l, 2:5 BoE Po (x). 因此， 存在 
gn Das 使 | 
iz — Ball «lle— gls 2 = 152.0" 
HMA ilg.—goll>o, A 
Rex* (g, — go) > Rex" (x —&g)-—lxr—&gl.;. Vr" EA 

故 证 ) AGE 

iii) =>). | 

由 命题 2. 2， 我 们 仅 需 证 明 ， V x€ X, go € Pela), Ri Cr go? 
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-— -—— —— . - 5 ae 


IR ovo acd RM EE eo Po s decla cm leur! comi Rae manm r Mm 


满足 Kolmogorov 条 件 . 
FLIER cz EX gE Pole) ,但 (rx,go) 不 满足 Kolmogorov 条 
件 ， 则 存在 sgEC， 使 


max Rer* (go — g) 一 一 上 << 0 
zx EE 
. Ep 
今 
U = ix'€exB' Rex’ (go 一 g) < 3 


KA=, RASS EL.,CACexiB^ . H 


minRez'(g — g) = £ > 0 
rea 2 


JA ifi gi A Ee. PCG, legl H 
Rex'(g,— Zo) > Rez* (z — gj — Ila — gol. V c` EA 
由 此 可 得 
maxRez' (x — g,) «lx — goll V n — 1,2," 


r* € A 


Ai. hF K= extB NU BBR ER. H KAE =o 
H>, 
maxRez* (x — gy S lz — gol — ò 


r EK 
BO n 充分 大 时 ， 有 
maxRex' (x 一 g,) < lz — go 


x" EK 
从 而 
le — g| = max Rezr (a — £2 
r'C€exB" 
一 jz 一 goll 


与 euE Pe(z) 了 矛盾 ， 故 让) 全 1) 成 立 ， 证 毕 . 
推论 2. 1 设 G 是 的 子 集 ， 则 下 述 论 断 等 价 : 
D G 是 太阳 集 ; 
ii) G 是 正则 集 ; 
iii Y XxEX, BEG, BoE Pele) > (x,g0) 满 足 Kolmogorov 
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条 件 . 

注 2.2 ”推论 中 让 > 放 ) 也 可 由 命题 1. 3 及 线性 通 近 的 Kol- 
mogorov .特征 定理 (第 一 章 定理 4. 4) 证 得 . | 

定义 2.3 设 G 是 X 的 子 集 ， 如 果 对 extB8* 中 的 任何 弱 * 闭 
子 集 4 及 满足 


minRer'(g — g, > 0 
r'€A 


Ih g> ZoEG, MEE CG, 使 |g, 一 goll->0， H. 


minRer'(g, — g > 0 n = 1 ，2 
r'€A 


则 称 G 有 弱 中 间 性 质 . 
命题 2. 3 设 GCX, 则 G ARPAS 对 extB8” 中 的 任 
fos" ATRA, Vg, BCG: F 


min |Rez (g -- go) > 0 
x" ECA 


WHE ge. CG, fii lg, — gol 0, H 
minRez'(g — g,) + Rex' (g, — gj) > 0,n = 1,2, 


x" CA 

证 €? 

对 满足 上 述 条 件 的 A， 及 g，go€G， 令 
ACr*) = sgn Rer* (g — go) 
A, = (lA(r'or*,r* € A} 


则 A RbextB" WR HIT dE. H 
min Rez'(g — g,) > 0 


zr" EA, | 
A G 有 弱 中 间 人 性 质 ， AF EE (2, CG, 使 ||g, 一 gol 一 0， H 
min Rer'(g, — go) > 0 


* 
x € A, 


WF leglo, KMn 充分 大 时 ， 有 
A(x") = sgn Rez'(g —g,), YEA 


从 而 ， 
minA(r' )Rex"'(g, — go) > 0 
l zx" EA 
由 此 可 得 必要 性 成 立 . 
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CH Am ER Mn HM TE -和 


"e" BA. 证 毕 ， 
推论 2.2 £ GCX 有 弱 中 间 性 质 ， 则 G 是 太阳 集 . 
例 2.1 设 CCxX， HV So， £EG, PET ftigog mm,. 
则 称 G iki: WR. GC—DNC. FD A, CH, MACE 
fh th 4&. 
X "p AYP cR pars EAB S PEE. AU AB Ae A EH E. 
事实 上 ， 当 G 是 拟 凸 集 时 ， 结 论 显然 . 下 面 考虑 CREAR 
情形 . Yg: g&gEG wW 
(gog) = lago + (1— ag: a€ (0,1)} 
”由 于 g。 EC, CA, 故 有 Blgy ð NC Ø. mH D P. Ces. gC 
D, MiiognBle. OCG. 所 以 , 存在 g= ngo tH Oa, gk 
C, ff limilg,—goll=0. BT 
Rer'(g-— g,) * Rex’ (g, — go) = 4,1 — a) [Relg — go) |? 
故 对 ext:B” PALS HET EAS E 
min|Rer'(g — g) > 0 


r'€A 


则 | 
Rer'(g 一 g,)° Rer'(g,— g) > 0, Vax EA 
即 C 有 弱 中 间 性 质 ， 故 结论 成 立 . 
例 2. 2 ERE L O-PS 
、 EC RL,ONFE. WG 是 太阳 < V SELG, gE 
Po (fo 4AM 4V gcc 


IN fa) — gat) |’ Re sgn Cf — gy) @) 
‘(go— DDd, p>] 
| Re sgn(f — go (Xy — g) dp 
>— (mE D — gOldg, p= 
证 Xx (DEL (ws lztCOl,—1. 使 
| =- gx Ddu = |f — gil 
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则 由 Holder 不 等 式 知 
[f= eo (dp « | If — go Iz* Clap 


< INTE go) Ct) rau)? e 人 () | ?CH 


= |f — gol» | 
这 样 ， 我 们 有 
| Cf — g) O9 |^^7!sgnCf — $00, 1 


| — gol? * 
sen(f—g)@), 1 EZ(f — Zg), b-—1 


从 而 r'G)€ Efe m 
x*(@t) = If — esl #1 — go) (t) |? 'sen(f — g) Gp 1 


a.e.t © Z(f — go p=1 


xX” (tf) = 


^ m7 Zo) (G2 
x*t= 
Bit) a.e.t € ZCf — go) 


Heep | 8) 1 一 1, 方 十 一 1(p 一 1 时 ， q=). 
因此 ， "em 由 定理 2. 1 可 得 结果 . 4 p 1B. XV g 


t€ ZCf — gy) 
£ € ZCf — go) 


EG. W 
sgn(f — g) (£), 


sgn (go 一 g) (£), 


Tg 


则 | 
max Rea’ (go — g) = Ref ig, — DO * xi Wdy 


T “EE; mE 


故 由 定理 2. 1 得 所 证 结 采 . | 
$2.3 JRA HE Peak 范 数 逼近 的 特征 定理 . 


设 (0, X. 0 是 元 原子 测度 空间 ,和 且 (2) =l 
Ils = sup (L| ifo ll^, VIEL, 
其 中 0 二 ae 过], L, (O 是 所 有 户 方 -可 积 的 实 函 数组 成 的 空间 ， 


IGEL, (WD, EG, FEL, GO, # 
If — golls = lnfllf — li; 
gEG 
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则 称 go 是 了 的 peak 范 数 最 佳 通 近 .， 则 我 们 有 
论断 GOL, a) EZE CL, GO. Ill) APRS SE 
L,GO ,goEG,go 是 了 的 peak 范 数 最 佳 通 近 当 且 仅 当 Y EG, F 
在 范 数 集 A Ce fil 
| |F) — g) | sgn (f — go) (eo — g) dy 
>0, pl 


| sencf — go Gn D Wap 
g) 


之 一 | lg — goli) ldy, p=l 
AuDnZza-ay 
其 中 范 数 集 4 是 指 ACO, pA) =a, H. 
. 上 
[2] iir = go dy}? = V — elt 
A ] 
证 + | 
D, = {Xe:E CO, uE) =a} 
D = (fe L,G0,0xz fü) <1, | f@dp = a 


则 DC L.GOdÉsS8t RR, H 
ex D = D, D= COD,’ 
$s bw DCL), HD EG MASE, BD REL GO (m 
45H Tf. 又 因 DD 是 一 致 有 界 的 ， 故 D HEL. WOME RF 
集 ， 因 此 ， 由 Krein - Milman H, Him ubextD-D,. 
显然 ，DoCextD， 下 证 extDCD。o. 
RV AEDP\ND。， WHE e>0, ACS, u CA) 0, 使 
ex<if()<1—-eVtEa 
AO, 3, 0 是 无 原子 ， 故 存在 BC4， 使 


p(B) = p(A\B) = T uA) 


fo = f+ CH 06s — Xr) = 1,2 


W AED G=1, 2), ff Bf-L Ath), BX 
f € extD. 从 而 extD=D). 
由 定理 2. 1 及 命题 2. 1， 我 们 只 需 证 明 : 


l max (| e@senfdy 


€ EEE) 

t(fig) = + NEMO m ,p=1 
1 oen i 
» max (i IFS) | go | fe) 12 


* sgnf G)dgpj) ,p > 1 
其 中 
E(f) = x. — al pq) pe). 
E € ;LCE) "la FO! d IVA 
HA, VECE) | 


cfg) = lim Mr Agi; — VH 


5 | L 
s [2] gs Da erras] - [iro ae 


a O+ A 
| i 
a | 


+i || etOsenf Oar T | lg G) Id» | LE 


由 EC EAE RES, STARE RISEN AT RUP T 
下 证 相反 的 不 等 式 . 
WV E;€ ECF-FAgo, Wh 


eun = v UI) n 


lire. m | 
[| treo de]? | aco lf lisgnf ode p>] 
E E 


— 


max| |f (D + Ag(t) ldp — max | | f(t) |’dz 
. lim ZZE JO) = 
40 十 A 
1 MEM | FE 十 Ag D |^ — Lf |^) 
< LS Cli) lim EX ) du 


234 。 


4 MEA voc Uns aetna ks cssc so a ca E t ea op A (n ml ns D ego o Comi enum ona oramai oh s M p m 


O.P a. |I) + Ag QD |)? — 1 CDI? 
2n ^| lim EA À 


— FIO) dp lim | xs F Ode | 
p+ J 
其 中 
F(t) — lim FAC) 十 Agi |^ 一 | £D |^ 
全 站 十 
Jii t FC € Z4CíO . & Lebesgue erm 
cg) Ss "i IF 15) i| hp dp 
HACMCOÓO,H'h 


MP = ^ € D. EE fe ldu}? = wr] 


i FY Krein - Milman ene 
c(f.g) x — Tdi Wg) >-? max | AF (tadp 


g 1 1— 
ThE max | F(Odr: 


nd f 
a p 

pI | sgn f (t) g(t), p>] 

Ft) = | sgnf (1)g(t),t EZP) 

| p t€ Zs), 

WS FORAT 式 , 则 可 得 


LUIA max | aco SO | tsenfOdp, p>] 


rf) x 
— max | sgnf()g(iDdpu +i lg(t)ldu,p = 1 
E ENZA 


€ ECE 
故 所 需 证 等 式 成 立 , 至 此 例 2. 3 证 毕 . 
注 2. 3 ”由 例 2. 1 知 ,在 任何 Banach 空间 中 都 存在 非 凸 的 太阳 
集 , 以 后 还 会 看 到 C (0) 中 存在 近 据 的 非 凸 太阳 集 , EU: X 光滑 ， 
则 太阳 集 与 凸 集 相 差 无 几 ， 事 实 上 ， 我 们 有 ; 
命题 2. 4 Banach 空间 X t= B -太阳 集 必 是 凸 集 . 
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证 4 一 > 99 
| 设 G 是 卫 的 B- 太 阳 集 , Vg, gEG, 令 z 一 元 (gi + gi. 
ALG 是 B -太阳 和 集 ， WU £r XE go€ Polr) REX x 的 太阳 点 ， BD Xt 


V a>1,g0€ Pc Ge) ,从 而 由 定理 2。1 知 ,存在 xz ,zx2 CEL, fl 
Rez; (go — g) 2 0,i = 1,2 


AX 光滑 ， 则 xz? 二 zz =r 因此 


2 
<0 
s 
lx — goll = 0 
BPS Gs Her) € G, 由 此 证 得 C às. 


"Du 
RRX 不 光滑 ， 则 存在 (€ S， 使 zo 处 有 两 个 不 同 的 支撑 泛 
图 xz Hlaxfd-lzü-1. 为 简单 起 见 , efl X 是 实 空间 ， 
定义 | 
G; = {x € Xix'()20),1 = 1,2 
G=G,UG, ` 
易 见 G AB rh. 
HV x€ XNG, x! G2«05l 
dc Gr) zz inf Ix, G—golliz? (|. 


r—az/r)ry€Gi-—1,2 


故 
dc (x) = -一 x; (x) yt == 1,2 
An 
c = de Go) X de, (7) 
pu 


£o = £ + cx E Polo)... 
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男 一 方面 ,VY t£0,x,—tG—goT go 有 
xy (Xi) & XY (x) 
故 
de (a) = de (a1) x dc, (Ti) 
因 Gi fik go € Pc (zi), 从 而 
go € Pela), Q0 

Bp G 是 非 凸 的 B- 太 阳 集 ， 矛盾. .证 毕 . 

推论 2.2 设 X 光滑 , CCK 是 近 迫 的 太阳 集 ， 则 G ERR. 

证 HUM AEE B -太阳 集 知 ， 结 论 成 立 ， 证 毕 . 


第 三 节 Papini 特征 定理 


对 任何 GOX, goEG, zi go€ Pez) ; 则 直接 计算 可 知 
max Rer'(g — go) <0, VgcG 
t“ EE, g 
因此 ， 自 然 考 虑 上 述 条 件 是 否 为 go€ Pe(z) 的 充分 条 件 ， 本 节 来 
”研究 这 个 问题 . 
定义 3.1 WW GCX, x€X, g,€G, F 
c(r—gg—8)*«0. VS8EC 
WER Cr. go) 满足 Papini 条 件 . 
由 引 理 2. 1 及 命题 2 1, Ge, go) 满足 Papini R= 
max Rex" (g — go) 委 0， Vgco 
z"€E, , 
H | 
goEPe(z)> (x, go) 满足 Papini 条 件 . 
定义 3.2 GCX, g,€G. BV gsgEG，8 天 go， 及 满足 


E, , C AC extB*' 
min Rer" (g — gy) > 0 


z"€A 
HR WEA, FE (eT CG, fiillg,—goll>0, H 


min Rex ' (g, — go) > 0; n = 1,2," 
x"'€A 


则 称 go 是 G 的 强 正 则 点 . 车 G 中 每 一 点 都 是 强 正则 点 , MEC 是 
强 正则 集 ， 

由 和 定义 不 难看 出 ，C ASSP PERG 是 强 正则 集 汪 C EE 
jus. | 
定理 3.1 设 CGCzx, go€G,， 考虑 下 述 论 断 : 

i) goje G 的 强 正则 点 ; | 
ii) V x€ X, (x, go) 满足 Papini 44> (z, go) 满足 Kol- 


. mogorov #644; 


iii) gy G 的 太阳 点 . 


则 1) =n) >ii). 


证 D) >i). | 
ERE Ge. go) AH Kolmogorov 条 件 ， 则 存在 gEC， 使 
max Rez (g, —-g) =—é<.0 
z" EEr o, 
其 中 e>0. 4 
U = x € extB* , Rez'(gy,— g) «— ie 


MIA—U' &extB' “中 的 弱 " 闭 子 集 , HADOE.,. Hi) 知 , 存在 
(g.3;7CG, fiile.—24-0. H. 
minRez* (En 7 Eo) >0, n-—]1,2,-* 
zx" EA 
今 
K = extB' NU 


8 = maxRex’ (x — gj 
z"EK 


则 P<lle—gol- Hi 
| 8, = idi — gol — 5 
WEEN, BO alN 时 ， 有 
lg, — gol = Bo 
le — gl > lz — gol — ligo — el 
> liz — edi — B 
" 38 * 


由 于 | 
mexRex* (a — g,) <P + lg, — gol 


z* €K 
= lx — gil +8- jz — goll + lg, — gol 
= [x — goll — 28. + lg, — Boll 
< fe gl 
O YaN hf, EQCU. H 
max Rex*(g, — go) = int Rex“ (g, — go) > 0 
sek, ev 
与 (2. go) 满足 Papini RTA. WD >i. 

ii) =li). 

由 于 V rEX, g€Pc (x) > (x, go) 满足 Papini 和 条件， 从 
ie FH ii) SAN, Cry go) 满足 Kolmogorov 条 件 ， 这样 由 定理 2. 1 知 ， 
go 是 G 的 太阳 点 ， 证 毕 . 

定理 3.2 4i Zot G 的 强 正则 点 , 则 Y EX gE Pca) e 
(xc, go) 满足 Papini RA. 

推论 3.1 若 G 是 强 正则 和 集 , WIV TEX, BoC: BoE Po. G2 
==> (z, go) 满足 Papini 条 件 . 

定理 3.3 设 X 是 内 积 空间 ,G EX 的 太阳 集 , 则 Y 2€ X go 
CG,.g, € PCz)<e>(z,8go) 满 足 Papini 条 件 . 

证 ”由 于 对 任何 集 C, 必要 性 总 是 成 立 , 故 我 们 只 需 证 充分 
性 . 由 于 

t(r,y) 一 及 eGzyyy/ zl 
其 中 (zy 表示 z 5 y 的 内 积 . 这样 在 X H, Cago) WE Papini 


条 件 等 价 于 
Re(r ~ g.g — go) S0, VgEG 
从 而 YSEC 
£ + go i T + £o ° 
Fse-q- ne 
= tr g + bo c dor — B+ S g) 
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ile e+e goz — g te a) 
=— Re(z — g,g — 2) 2 0 
故 goE Pol Gc]. HG 是 太阳 集 , 故 gE Pol). HER. 
例 3.1 强 正 则 集 ， 但 既 不 是 伪 凸 集 ; 又 不 是 拟 凸 集 的 例 . 
在 人 中 取 
G = { (x,y) € [5x +y’ == l;t 之 0, y 之 0} 
NG EREE, fH E, ULLA 26 SR XP HD OR. 
mark, AFC) Ht, BOW 11 的 单位 球 B" 有 
extB"* 一 { (1,0), (0,1), C— 1,0), (0, n 1)} 
XV Zs gy; € 6» gg» 不 妨 设 g 在 go 的 上 方 . 记 
g= (r(g),9(@)) 
20> (r(g,yQ)) 


则 (图 3. 1). 


alg 一 go) 一 ZE) ~— rx(go) <0 
y(g — go) = yg) — y(g) > 0 
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故 VW ACextB", inf x”(g 一 go) >0, hill 
z" CA 
AC ext B* N( (1,02, €0, — 12] 


这 样 取 a 落 在 弧 g8, 上 , Bego JU (on) 满足 强 正则 集 定义 中 
(gn) 的 要 求 ， 故 G 是 强 正则 集 (其实 是 有 弱 中 间 性 质 ). 


第 四 节 Ck(Q) 中 的 太阳 集 与 交错 类 


本 节 将 在 实 连 续 蚂 数 空间 Ce (20 上 给 出 太阳 集 的 一 些 等 价 
条 件 ， 另 外 还 将 讨论 CrLa,5j 中 的 Chebyshev 交错 类 . 


一 、Ca(42) 中 的 太阳 集 


i /ECRC0) , 记 
Q,— QEN: |fG| = IAD 
则 | 
E, = (sgn/ (Det € 2;} 
Hp e Eeo EZR, BD 
eCÉ) = Jf, Ww f ECKO 
E. V SECK), g ECR) | 
r(f,.g)- maxz'(g) = max sgnf (zt) * g(t) 


* 


T €E; 


闭 子 集 DCQ, F 
| min | g(t) — go(t)| > 0 
则 存在 {g.}CG, 使 |g, 一 goll->0， A 
minsgn(g — g,) Œ) * sgn(g, 一 80)(t) > On = 1,2,°" 
证 由 于 当 X =C Dh} 
, extB* = {oe:t € N, = 1 Ñ — 1} 
是 B 中 的 弱 " 闭 子 集 ， 且 8 中 拓扑 与 extB* 中 的 弱 ”* 拓扑 是 等 价 


* 4] 。 


的 ， 故 由 弱 中 间 性 质 的 等 价 定义 ， 可 知 命题 成 立 ， 证 毕 . 
定理 4.1 V C JE CA (GOD PISTE SR 见 下 述 论断 学 价 : 


i) G Ass Pla TER; 

ii) V f€ Cg (Dg, € Gs Sf, zo) 满足 Papini Afr Ss 80) T 
Æ Kolmogorov 条 件 ; 

ii) G 是 太阳 集 ; 

iv) V fE CAQD f B DIR Bol dde CT S BIECEOBOR ; 

v) G 是 月 亮 . 


证 D-—iD-iD-—iv)-v). 由 推论 l 2. 推论 2. 1 及 定理 3. 1 可 
fj. Pik w=. 
对 C 中 的 任何 两 个 不 同 的 元 g1,8。， if DCO, Æ 
min |g, Œ) — gy(£1 a0 
则 定义 
p(t) = max {a, |g) — go(t)|} 
A(t) = [gi 0) — go(t) J/e@) + golt) 
WW Rr- DD. BT 
K (g, A) = { go ^—-g€CaQ2Dir'(gonOMx'e En-s, } 
| = {g,+g € Ce(2):sgnth — gd) G). ga) >o, 


VE (ge) 
AX | | 
K (gosh). C (gy + g € Ca (2 isgn(h — go) Dg) 0, 
Vic D) 

由 
h — go 一 [Lgi 一 Soj/p 

" | 

K (gosh) C {go + g € Cr) sgnCe, 一 go) G) 

g(D0,t€ DJ | 

而 | 


gi € K(gs, lo NG 
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EXE VAM, | 
go € Kg hd) N G 
Bp 
go € lg € Gisgn(g, — 2) * (g gt) >0: Vt€ D} 
从 而 存在 gEG, 使 lg, 一 gol>0 H 
sgn(g, — 8 D * (g, — Bo) > 0, 
VtC€ Dyn = 2,3,°° 
再 由 jg, 一 gol-0 知 , 当 半 充分 大 时 ， 有 
sgn(g, — En) En — ZO E) 250, Vie D 
Bl G 4 ssrpla TERI. we Ae. 
注 4.1 XDEÉRCACOOD BE COO. PIXE ala] CCQ), 上 述 定理 
未 必 成 立 : 事实 上 . 取 2= (为 单 点 集 ， 则 C40) 等 距 同 构 于 R. 
这 样 由 例 1. 2 和 例 1. 3 知 ， 存 在 C BAR, (AC 不 是 太阳 . 
推论 4.1 设 C 是 CC2) 中 的 太阳 集 ，goEC, fE CrO), M 
下 述 论 断 等 价 : 
i) g€ Pc); 
ii) (Cf, go) 满足 Kolmogorov 条 件 ; 
iii) Cf, go) WR Papini 条 件 . 
例 4.1 P, QQ 是 Ce(2) 中 的 两 个 西子 集 ， 令 
Z(P.Q)— (p/qp€ P.qC Q.a(D 0,V cen) 
RP, AS PATER, 事实 上 , 对 满足 弱 中 间 性 质 定义 要 
求 的 DC. gb ag; -Pea, QU 
NEN 
Bn 一 7 € ACP») 


q+ 4o 


Wt ge, 即 满足 要 求 . 
=. Crla.6] Ry Chebyshev 交错 类 


在 本 小 节 中 ， 我 们 总 设 O= la b] EC oo, too) HARA 
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间 ， 首 先 我 们 引入 下 列 概念 . 

定义 4.1 RG EÆCra bl FRETE, EG: ARAE n> AE 
XIV hEG\N{g),Z(h 一 g) 至 多 含有 ns 一 1 个 点 , 则 称 G 在 g 处 有 次 
BON n, 的 性 质 Z. | 

定义 4.2 WE GCCs[a,b)].gC€ G. MRE n,—0, 使 对 任何 
给 定 的 

D SEX mi; OXxlm-n, 2 

D XE... t). atenta =b 

iD Sel e:0<e< min {tt 0,1, m] 

iv) 符号 o€ {一 1,1} 
存在 AECG, 使 心 一 gl<e， 且 

(Cc, ax.txtü — e 

snb — p m4 Dor BESTS n oe 

1 = 1,*5,m — 1 
(— D"o, tp t-€<St<b 
这 里 ， 当 m= 二 0 时 ， 则 表示 

sgn(h — g)(D =0, Vt € [a,d] 
则 称 G Æ g WARS n 的 性 质 A. | 

定义 4.3 HGCC,[a,b],geG, FHA n,>0, 8G 在 g 处 
有 次 数 为 n, 的 性 质 Z 和 性 质 4， 则 称 G TE g 处 有 次 数 ns. A 
V ZEGG 在 g ARAKI n C3 2 有 关 )， 则 称 C 有 次 数 . 

例 4.2 iG H Cerla bI PH n ERREEN, M CAKA, 
HV EG, XXX n, =n. 

证 ”由 哈 尔 子 空间 的 定义 ( 见 第 一 章 )， 我 们 只 第 证 明 ， Vg 
EG, GE g 处 有 次 数 为 的 性 质 A. 

对 由 定义 4.2 所 给 定 的 欧 , (mot) E Ro EE mo 0m 
=ONR gC€G.g0.h-—g-tg;lti«e/lglD.A k—n—1—m. F 
4} k 为 奇数 和 偶数 来 讨论 

i) rk ABR. WHE G,—e, +e), A 
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mE <i oe <a 
将 二 二 重新 编号 并 记 为 
mj «C Z < 和 < Zi 
由 GC 是 哈 尔 子 空间 知 ， 存 在 h。EG 使 
Ay) = 0, i = 1,2,%+,7 — 1 
H z 全 是 ho 的 变 号 零点 . 
ii) ak ER. WER Z =at E e,t tHe), i=, k, A 
满足 
fi «t «C n xL E 
同 理 ， 由 G 是 哈 尔 子 空间 知 ， HE h CG, fi th atm oti oct ote 都 
E ^ BAR EE A BR —5.50—2,7 A) AT, WE 5€ C , fil 
bist omobiri ste 都 是 hs 的 变 号 零点 ， 则 
| ho = h, + h, H hy = hy — h, 
ME — REGE treet stm eter sim 都 是 ho 的 变 号 零点 . 
EDA DAPRE TF. W 
h — thy +g, Iż] < € llkoll 
则 适当 地 选取 z 的 符号 , 可 使 h 满足 定义 4. 2 的 要 求 , 故 G 在 g 处 
ARE n. WHE. 
命题 4. 2 设 GCCrLa,5] 有 次 数 ， 则 G 有 弱 中 间 性 质 . 
证 V hzgC€G, DC la. b] 满足 
min |A C) —gt)|>0 
由 于 Zth 一 g) 至 多 只 有 ns 一 1 个 点 ， 无 妨 设 
4L i« vx E, 
A h—gHm-AEEEG. HP mn, Hte0, 使 
D C [a — e] U ÜU [n + eu — JIU [en + eb] 
记 | 
I, = [a,t, —e], 
I = |t; + €5t4, — E], = 1,2,°°,m— 1, 
I, = [tm + €56 | 
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HA—g 在 EAS, H | 
sgn(h — g) 0) =— sgn(h — g)D, Vt € Lf) D, 
tE 14,1 D,i—0.1,,m-—1 
及 G 在 g 处 有 次 数 zz 的 性 质 4 知 , FEREG, fill. gle, B. 
senth,(t) — g(t)) = sgn(h — D,VI€D 
4 g,—-hi€GC, Wilg,—2l-0. H 
sgn(g, — g)(t) * sgn(h — g)@) 50, Vt C D 
Am CAPE. ub. 
”命题 4.3 GCC, la, 5」 有 弱 中 间 性 质 ,，G 在 gE€G 处 有 
次 数 n, h€G, BRE | l 
AL t Se St, Sd 
使 M | | 
(— 1yYolh — g) 00 220,V 1 = 0,1," ,ng 
W A-g, 其 中 o€ (—L 1j 
证 xd za. WC 在 g 处 有 次 数 n;， 从 而 至 少 存在 t;, 使 
(一 1oth — g); > 0 


取 | 
tis €E (t4), i= 0 1 57 — 2 
fi. c t. 044), t = 了 十 IPLE P — 1 
id m-—n,—2, 则 | 


t 45 WR ext, 
id l= La, te], In = [im tE, bl, E 
T= [t; + €st4,—€], i-1,-—,m—1 
其 中 e>>0， 充 分 小 . 这样， 存在 g:EG， 使 
lge— gll «e 

a | 

sgn(g, — g)@) = (— Do, Vt € Ii 一 1,2,°%+,m 
由 于 >0 充 分 小 ， 故 

| cl, i—0,1,7-,.)—101 
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ta € l, i—j—]1,-:,m 
t; € I; 
DA 
sgn(g, — g)(5) = (— 1e, i—0,.),—7.j— lop lan, 
WORE, Von. 7=0, 1. cs. n2 X n€ZG-—g). M 
(— l)'olg, — ANG) = (— D'o(g, — g) = 1 


F t EZth—g), Wi H 
|g. (t;) 一 gt) | < ZAC) — g(t;) | 


知 
(ge — ANG) Cg — AVG) > 0 


从 而 
min lg. GO — AG) | 20 


H G 有 弱 中 间 性 质 ， PT EG, fi IA, -hl >on 
Ch — A) AOA — gd) 20,2 = 0,1, n 
Hv uezi-g) 
C-1)'e(h, — g) GO =(—1 oth, —À) (6) 
故 
(一 D'esgn(A, — g)(t,) = C— liel(g, — AG) = 1, 
V € Zh — g), i= 0,-,n 
m3 s EZCh 一 g) ,i 二 0,1,… ,ng Bb. JA n 充分 大 时 
sgn(h, — g) (4) = sgnth — g) (Ct) 
所 以 
(— D'o(h, — g): > 0,2 = 0,1, 
由 此 可 得 h, - g Elab] LBA n, PEA, PIA. 证 毕 
命题 4 4 设 GCCr la. b] 有 弱 中 间 性 质 ，goEG，GC 在 sr 
处 有 次 数 mo，DC las, b], o C) ECr la, b], IE Zo 
二 BO， 则 下 述 论 断 等 价 : 
Dc 在 D PEDRE n, TLRS BIFE OUE,» 


a: 


n€D, i=0, l, =, n, fb 
sgno(1) = — Snai) 52 = 0,1, ,ng — 1 
ii) maxo (t) (go—g) 02220, V gEG 
111) maxa (z) (go—8) (1)>0,Y g€ GN(go) 
iE iD iiD. 
反 设 存在 g&EC,SE 天 go， 使 
olt)(go— gA SO0,VtE D 
FA DAD 存在 uM Ms tED, i=0, 1, =, ns， 使 
olt) = (— 1a), i = 1,2,°. ,ng 
从 而 | 
《一 DOCE — g0 GO 20, 1 = 0,1, ,ng 
由 命题 4. 3A gg» Jl. 
üi)-i)0. 显然 
ii)=>1). 
RE o COE D PESA man, RH SRE WHE an 
tj onu 1 <b, ffi 
D cr 
H | 
a(t) ——o6G,Vt€LODt€Laf Di = l,m — 2 
其 中 | | 
I, = [a,,t, — €) HL; = [t + Esti — €] 
i= l,m — 2, 
In = ltn + 6,5] | 
AG 在 go RH UO ne, MAE SCC, (E 
sgn(g — gj) (t) = (— 1)'o (t) V t €L()D, 
2 = 0,1,-::,m — 1 
HHe,€l,ND. ik | 
olt)(g — g)@ = (— 1)'o(to)o(t) 206, VIC D 


» gs 


jit) FA. KD Jor. ub. 

定义 4.4 RCCCO), g€G, MRVAECG. h#g, K 
Z (h—g)'PmERBIT SED, VseCaQD, WE 

is] M1, [sO] — b, Vt€ D 
FETE PEG, $ . 
sgn(p — g)@) =s@),VtE D 

WAG 在 g 处 是 符号 相 容 的 . 若 G AG 中 的 每 一 点 处 都 是 符号 相 

WEG 是 符号 相 容 的 . 

引 理 4. 1 设 Q 是 紧 Hausdorff 空 间 ,GCCg(Q2),g€G, 若 
V FECR, gE Pe ASP A= Un MCHA BASHAM. 

iE XjV AEG, hág, DCCZ(O — go BAR, SECAD, lis 
=l,Is@)|=1, VtED, Sg X. 

JA 一 SC + se — hll — le@ — AGO D 
则 易 证 
If — gl = lg — ^I; DC Re 

Hg€Pc CO. BEE, X g€ Pc GO. MH 

IG — AY) | 
< je) — h| + (leg — All — IgG — A02 D 
lg —Al,vreno 
Xl A € Pc Cf), B REg, WPS. 

从 而 由 命题 2. 2 知 ， 存 在 zzEC 使 

max sgnCf — g)@(g — p) «0 


D, ou 


人 


| 


即 
sen? — g)(D =s@),VtED 
证 毕 . 
定理 4.2 设 GCCk «fa. b |. G ASS PH EG, WC 
go 处 有 次 数 nu e V fECr La, 6] \G, FROCHSH: 
i) goE Pc (7) 
ii) mex sgnCf —g) Go (go—g) (00220, V gEG 


|» 49 » 


iii) max sgn(f—go) lgo g) 00270, Y gEG\ig0} 


Dp, 


iv) f— gy ZI ng, 十 1 次 Chebyshev 交错 〈 见 第 一 章 ). 
证 必要 性 由 推论 4. 1 及 命题 4. 4 可 得 . 下 证 充分 性 . 
首先 证 G 在 go 处 有 次 数 为 am 的 性 质 Z，Y AEG. hg» B 
设 Zth 一 go) 至 少 有 "tg N? BC Z(h—go); 并 记 i== 使 
to Loa «m 2 | 


HP LEZA g), £ii Zi —go PH nu PA, MSEC 
[a, b]. MEISI OII 14H 
s(t) = (— 1) tosgnth — go) Ga. = 0,1, Jg, 
H5S|Zi4. 1 5€ Z 一 go)，(i 关 io) Al, M 
sgn(p — go) Gt) = s()., i 0 ngst = io 
RH go (C) =h GO 知 
sgn(p — A)() = s(t), t= 0,101, n, i Æ ty 
AG 有 弱 中 间 性 质 ， 则 存在 (es CG, 使 
lg, — All > 0 
sgn(g, — hk) (t) = sgn(p — ho(12,i Æ tg 
从 而 
sgn(g, — go) (4) = sgn(p — h) (i Æ io 
再 由 | 
(Bn 一 Bo) i.) — Ch — go) ti?) 
知 ， 当 充分 大 时 ， 有 
sgn(g, — Zo) a = s(t) i = 0,1, ,ny 
定义 | 
f=s+ ag 
p 


, = {fo rb } 


0 


H /一 gs 有 ng, + 1X Chebyshev 交错 ， 但 


max sgn(f — go) (go — g,) <0 
‘ED 


he cen EE a re pe nt Mca i a HN E 


tji)e-iv) JE. MCE go PROBUS n, 的 性 质 Z. 
再 证 G 在 go 处 有 次 数 为 we 的 性 质 A. 对 由 定义 4. 2 所 给 定 的 
(mas m. € 4 
I, = [a,t, — €] 
IL = [t + Eti, = eldi [= l,m—1 
1, = [£, + Eb] 
并 定义 sECeala， b], 满足 
Is(#) | < 1,Y :€ UL 
s(t) = (— 1s, Vt€ Li = 01 m 
则 对 f—=st+ 8 
If gol = 1. Oy, = UI 
Ed f—eg. AM m+1<n, W Chebyshev 284%, Si goEPe( 门 . 从 而 ， 
存在 pEG, f | 
max {sgn — gj) (Gr — pt € UL} o 
由 G B55 PEA. FEREG, lh—al-e. H 
sgn(h — g,)(t) = sgn(p — g) Œ) = (~ D'o, Vt€ I, 
BUG 在 go 处 有 次 数 ns， 证 毕 . 
注 4. 2 若 定 理 4. 2 中 四 条 件 等 价 ， huj go E Po N >P J) = 
(go) ,由 此 立即 得 , 若 G 有 次 数 ， 则 G 是 半 Chebyshev FH. 
由 于 G ARK, WG 有 弱 中 间 性 质 .， 故 由 定理 4. 2 立即 可 得 
推论 4.2 设 CCCRla,oj， 则 C ABS V f € Cala; 5 ]N 
G, goEC， 定 理 4.2 中 四 条 等 价 . 


三 、 有 理 函 数 和 指数 和 承 数 逼近 的 
Chebyshev 交错 定理 


作为 8 4. 2 节 的 结果 的 应 用 和 例 , 本 小 结 将 讨论 有 理 函 数 和 指 
数 和 逼近 的 交错 定理 . 


Dl" 


(—-) 有理 锯 数 的 Chebyshev 交错 定理 
设 P,Q 是 Cn[a, 纪 中 的 两 个 有 限 维 子 空间 , 则 广义 有 理沙 数 
BECP ,Q) = {p/q:p E P E Qq) > 0,V2t € [a,b ]} 
引 理 4. 2 R,€ X(OP,QD, Ë 
Cn, = P + RQ = {p + Rg:EPq EQ | 
是 nx, 维 哈 尔 子 空间 ， 则 ROQ RAE KY nr, 
证 V R,€ AC.Q),A 
pi — Rog, € Gr, 
K p Rogo EZERA ze, 一 I 个 零点 ， 其 中 RS p/q. Ai 
1* 
— Ro = = (p, — Ren 
RR, " Cp qi) 


至 多 只 有 nx 一 1 个 零点 , 即 ACP, OHE Ro 处 有 次 数 x 的 性 质 2. 
另 一 方面 ， 由 于 险 尔 子 空间 有 次 数 〈 例 4. 2)， 故 对 由 定义 4. 2 
所 给 定 的 m, Es {tls otto tm)» R o FE bi Ran € Ga fE 
sgn(p, — Rog) E) = (— D'oe, Vt € Ii —0,10,,m 
其 中 G-—0, «+, m) 同 定理 4. 2 之 证 明 . 令 
R, = ĉit o imo 


Aq, 十 qo : 
则 REAP, Q), E? A 03EAP/ NBI. A 
| Ri — Roll <e 
由 于 
(p 5 À Nu 
OR, T R = Aq, + a, g, UP Roi) 


故 。 
sgn(R, — R) G) = (— 16, V t € Hii = 051,00, 
BJ ACPO RALA DOR na IEM A. KAP QE R MAK 
JE ng. 证 毕 . 
特别 地 , HP, Q 一 x, 分别 为 次 数 不 超 过 m 和 的 实 系 
数 多 项 式 , 则 殉 (P,Q) 为 普通 有 理 函 数 . 此 时 , RICH Rans BD 


« 52>» 


hte 


Finn = (b/qip € amg € Tq) 7-0 Vt € la,5]) 
XP R=p/GqC2R, BP 与 9 没有 公 因 子 ， 则 称 R 是 不 可 约 的 . 

命题 4.5 A= p/qe Rna R BTA, WI E, ER 处 有 次 
X 

ng = l + max (m 4- 39,n + ap} 
其 中 op 与 99 分 别 为 多 项 式 p 与 9 的 次 数 . 
证 ”由 引 理 4. 2 知 , 只 需 证 明 x 十 Rx, 是 na 维 哈 尔 子 空间 , 由 
于 | : 
dim (a, + Rz,) = dimz, + dimz, — dim(z,, N Rz) 
其 中 
Rz, = (p/q*q1:431 € m)? | 
由 于 Y qn €m, p/q:qi € c, — FE qi = Gea» H 
dj, S min (zt — dp,n — Aq} 
故 
dim (z, f] Rz,) = 1 + minim — 3p,n — dg} 

这 样 ， | 

dim Cr, + Rz,)== m + n 4-1 — min(m — 3p,n 一 99| 

= 1+ maxím + 3q,n + ap} 
LBB pi +Raem,tRe 
pi + Rq = Th + $q) 
而 
Kapı + par) 委 maxim 99g,n + ap} 

M pi -Rqi REBAR max(m-F-389.n-r 2p) ng—- TEARS BK 
们 证 得 zw 十 Rr 是 nx 维 蛤 尔 子 空间 . 证 毕 . 

HF ZP. QA WPR., Am ha E. 2 及 命题 4.5， 立 
即 可 得 下 面 的 推论 : 

推论 4.3 i Ro=po/g E ACP ,.Q)fii P HRQ 是 na 维 哈 尔 
子 空间 ， 则 VY jeE Cela, b|I\ACP.Q) RoE Paco, SIH f— Ro 至 
少 有 na 十 1 次 Chebyshev 交错 . 
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推论 4.4 设 R=po/aoE 家 是 不 可 约 ， 则 Y JECa[a, bN 
mns RoE Pa (f= > f— Ro B/ 人 少 有 2 十 max 1 m+ ont Apo} 次 
Chebyshev 交错 
《二 ) 指数 和 函数 还 近 的 Chebyshev 交错 定理 
n 阶 指数 和 苹 数 类 定义 为 


天 
E, = (gig = S nef, B, € R.a; € R,k <n) 
r=] 


易 验 证 , ErCCrLa,65j 是 不 闭 的 , Er E Crab PM AWE, 称 为 
厂 广 指数 和 函数 头 


E, = {gig = Mawes € mo E R, Ya +a) < n) 


由 常 系数 常 微分 方程 的 知识 Mdb g E E.g BWR 阶 齐 次 
常 微分 方程 的 解 , 且 其 特征 多 项 式 的 根 都 是 实 的 , 而 (I 十 ap,) 就 是 


XV gE€EE,,g= Du pire BEB GEJ), KE X 
k (g) = 之 (12-35) 

称 为 广义 指数 和 的 阶 . 

引 理 4.3 Vek, g dE (~œ, +) 上 至 多 只 有 k(g) 一 
1 个 零点 (FRR. 

证 ”我们 对 《==k(g) 用 归纳 法 证 明 : 

i) 当 & 王 &(8) 王 1 时 ， 结 论 显然 成 立 ; 

ji 假设 对 &A(Ce) 委 4& 一 1 的 gs5 引 理 成 立 

ii) 现 证 对 &(g) 一 & 的 gz 引 理 成 立 ，Y gEE, kg) =k, H 


d 
Z (ehig) = p(t) + ^ EA) + CB; — Bi) p) ]e&- ^ 
i=2 


=g 


i 
k) = (14+ 8p, + S0 + ap,) 
> i= 72 


ETI gn. TALARA 1 ep ee ME IO cd Reno cR Laa tt eae d 


P 
«Gc 350 Bj 3p) =k 
1 一 2 


由 归纳 假设 ，g 至 多 只 有 一 2 个 零点 ， H Roll 定理 知 ，e ^ga) 
至 多 只 有 4 一 1 个 零点 ， 故 引 理 成 立 ， 证 毕 . 

引 理 4. 3 说 明 V g € E,, E, TE g 处 有 次 数 为 n 十 kl(g) 的 性 质 
Z, KAI E. dE RE — BCE, 处 有 次 数 为 n 十 hlg) 的 性 质 A. R 
们 要 求 0E La. b], 所 以 本 节 均 没 0€ La, b] Ab, RINE TE 
Bj Brouwer 值 域 不 变 定理 ， 

引 理 4. 4 (Brouwer 值 域 不 变 定 理 ) BABAR WISE: 
A—R" 是 连续 的 且 一 对 一 的 映射 ， 则 f(A) 在 R" 中 是 开 集 . 

命题 4.6 WV gEE?， 则 ?在 g 处 有 次 数 n 十 k(g). 

证 ”由 引 理 4.3 知 ， 我 们 具 需 证 明 E, 在 g SRA RA nt 
k(g) 的 性 质 A, 为 此 ， 我 们 令 

g 一 ae, n-n--k(g)-—nd4l 


XJ HAE X4. 2A ERY ms ito ort tah ERO, R 
(bx qu, So xL doa € (at). 
并 定义 映射 H: EL]CR' 
H(g) = (Et) E R,Vgc E 
WW) FI 是 连续 的 ， 由 引 理 4. 3K, H 是 一 对 一 的 ， 
取 8, CoL lilt Zorn ,2) 满 足 
B, < Bras Ses B. 
A= (b= (85,0) ER’; 
o ba E Orbay < bapa L e L bnat < ira) 
TUBRBHJ: AED: 
J(b) = S beh! 十 3 be: 


v=] v={+1 
WW J 是 连续 的 且 是 一 对 一 的 ， 记 
FO =H-+SJOWVEEA 


则 五 是 A4CR" 到 "的 连续 的 且 一 对 一 的 映照 而 4 是 R" 的 开 集 . 
由 引 理 4. 4 知 ， 存 在 hE E; la- gll <e H. 
h Ct) = g (t5. 一 1,2,°. ,7 — l 
h(ti) Æ gt) sgn lh — g) t) = 0 
由 于 总 (一 1,2， n DRE Re 的 变 号 零点 ， 故 
O, a «txt —à€ 
m £ i < < é ~ Gs 
sen(h — 0 = ( D. ti FESES tay — E 
i — 1,2,°°°,77 -一 1 


(— 1)”, t,-&ezxtzib 


即 E; 在 g ARB n +k eg), uH. 

由 引 理 4. 3 及 命题 4. 6 立即 可 得 下 述 命题 : 

命题 4.7 V g€E, WE, E g RB DOR n AGO. 

H fi, alld. 6 及 定理 4.2 立 即 可 得 下 面 的 推论 : 

”推论 4.5 V fECr[a, b] NEZ, go, € Ez. Wi go, € Po CO 
j 一 go 至 少 有 72 十 &Cgo) 十 1 次 Chebyshev 交错 —— 

推论 4.6 V fECe La, b] NE,, goE Er W go € Pe CO — 
f-—g SV n+k( ge.) +1% Chebyshev ARAB. - 

证 V FE Cela 5] NE, go € EL, E go € Pr O, W go € 
Pao( 站 . 故 由 推论 和. 5 知 ，f 一 go 至 少 有 nn 十 &(go) 十 1 次 Chebyshev 
交错 . 反之 , 车 /一 go 有 nn 十 k(g,) 十 1 次 Chebyshev 交错 ， 则 go6 
Pyo(f) H FE =E, 故 gE PE Cf). 证 毕 . 

注 4.3 — Ab, $ gE ENE ME, Eg 处 未 必 有 次 数 . 事实 
bk, GE, 有 次 数 ， 则 由 推论 4. 2 知 ， 对 C 王 已 ， 定 理 4. 2 中 四 条 中 
MV f€Ca[a,5]NE, SH. 而 由 注 4. 2 知 ， 此 时 E, 必 是 半 Cheby- 
shev 子 集 ， 下 面 的 例 说 明 此 事实 不 成 立 . 

例 4.3 设 ECCa[ 一 1,1],fECa[ 一 1,1] 是 一 正 的 且 在 [0， 
1] 上 严格 下 降 的 偶 函数 ， 则 Pe CO SP RU PUT OC 

RR, Pg, UO J& RUE (gol, 注意 到 V EE AW =g t), 
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WE AC€E,tn ERBEN. 206 Peo). HP eo) =20(—2),V t 
ES[L 一 1,, 故 go 也 是 偶 函 数 ， 这 样 ， 必 有 

golt) = acosha,aA > 0 
显然 >0,&(go) 之 1. 因 soEGE2， 从 而 由 推论 4. 6 知 ，f 一 go 至 少 有 
1 十 &(go) 十 1 之 2 十 1 十 1 一 4 次 Chebyshev 交错 .但 由 7 了 -一 go 在 LO. 
1] 上 是 严格 下 降 函 数 知 ，j 一 8o 在 [一 1L，1j 上 至 多 有 两 个 零点 . 
7 fà. 


第 五 节 ERGBUS RRB Ay A 


本 节 , 我 们 利用 一 般 Banach 73 f] RERE REKA E 
和 同时 台 近 的 特征 ， 其 主要 思想 是 将 所 研究 的 问题 转化 成 某 空 间 
的 最 佳 逼 近 问 题 ， 从 而 给 出 所 研究 问题 的 特征 定理 ， 值 得 指出 的 
是 这 样 的 思想 和 技巧 在 研究 某 些 “多 元 ” 逼近 问题 时 是 相当 有 效 
By. 


—. C, -KA X VL] SE GE IE PE 


EN 是 自然 数 或 为 十 coG ms ND OR A 
1. Xf 1i p«-Foo, iE X 

F y= (fis fr fi € CW), SAO l^ € CM) 

RCC, Fe Des, EHE ECG 使 


f SAIA ) — Zo ata 


= inf 


iaf [PAIO — CoA) 

则 称 go 是 G 对 MC, KARE, HARRA PeF R 
id. 

显然  Y /ÁCCOD, FAS AS fs MAT iXco»c 
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多 p 这 样 ,我 们 令 
LD 
pu E Po( F) <> e 是 G X F FEW Rll, FA Re ER. 
下 面 定 义 F, ACO GORTE, D. 
DENE) = ASSA) E IX, Wt € OF EF, 


V F = (fi1, ,fn) c F , 


由 多 ,的 定义 ， RAF ) l^ec (0) "ESINE .) 


— BU CN = cog. 故 不 难 验证 ， BUY ECL). 

命题 5.1 PEF, I8) CO.) SY. 

证 显然 , ORF, 到 CCQ, 信 ) 的 线性 映照 下 证 @ 是 等 距 
Bj. 事实 上 ，V FE 多， 


N 
|SCF) | = max | SALA) |^)? 
[4 mer 


- [size 


= |FI, 


+ 


证 毕 . 

推论 5.1 GCC(D. FEF. MW EGBG WF 的 Cs- 联 合 
BIEBER Dle) e Dx» OCF) K RAEE. 

由 于 CG2, 必 六 的 单位 球 的 端点 表示 是 熟知 的 , 这 样 . 我 们 可 
以 利用 一 般 空间 的 允 近 特征 定理 给 出 C, -A CHE SURE Kol- 
mogorov 特征 定理 和 Chebyshev 交错 定理 . 

* 定义 5.1 设 GCC(0),go€EG, 若 VY FEF og; € Pol PIS go 
€ PolF.), Y a>>0, 则 称 go 是 G 的 Co -联合 太阳 点 ， 其 中 
F,=aF — g) gova>>0 | 

EV g€G.g 是 G 的 Gs -联合 太阳 点 ， 则 称 G HC, -联合 太阳 . 

由 于 p E F, 到 C(O) BP BT ik GCCO2 Æ C, -联合 太 
IHe—6(G) & CCG2,DD RY X pH. 

记 
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N l 
QE, (e OL SAO — nO )^]* = MF gl) 
i=] 


、 
oD)= MATO) — got |? sen, —g)00 pel 


{=1 


olt,g)= >) AsgnCf, — g) (D 十 5j Asgn(g,-— g(t) 


1€Ez( fig0) tC ZO — gg) 
定理 5.1 设 GCC(Q)， 则 下 述 论断 等 价 . 
D G 是 C(Q) 的 Cs -联合 太阳 . 
i Vg EG, FEF ,, g.€ Po FIV g€G 


max Reo,) + (go — g200) 20. p> |) 
t€ 


max Reo(@,g) (go — g)0) 20,p—l 
ten, 


£4 CCQ) HR Ca, WBS FY i) 等 价 : 
iit) G 有 弱 中 间 性 质 . 
证 in). 
由 于 CG RC, -联合 太阳 等 价 于 有 (CC) 是 CG2,22 ) 中 的 太阳 , 故 
由 推论 1. 2 知 ，i) 等 价 于 Y FEF p 
max ReL(®(g,) —-P(g)) 20, Vg€G 


LE Eager) dig.) 


由 于 

LE Eo eq? 存在 i € ,rr € ext bn 
使 | 

LQ) = x" (QD, V QE C(O ) 

E. 

xf (B(F)(t)) — x* (Blg0) E = JEF — goll 
A 

Ir, = (a, yan) 

n 


N 
IF — g,l,— PY Atad: G) — golt)) 
i=] 


« 5G e 


< Y Asa) — go) | 


N 
< Lu AMO 一 gl) d 
i=] 


< |F — goll; 
B LE Eero, $—? FFE tE OR, tr = (aD WE 
a; = d X75 | fi) — g,(t)|* 'sen(f — g)0 (2, p >l 
2 sgnCf, — go Ot € ZU. 一 go)» u 


Bi» |B: 一 PEE) € ZS; — go): 
其 中 d,> ft 


z 


L 
) la, |*]* 
1 


| 


N 
> laj|* = 1 
;一 1 
特别 地 ， 当 t€ ZCfFi— gH. BY 
B, = sgn(g -一 gy) 02 ,V g c G 
则 对 Y g€ G8 | 
max ReL(®(g,) — dC(g)0) 


LE Eger) tgo) 


1€ Üp- Eo 


£F 


max Reo,(t)(go — g)(D,p > 1 


max Reo(t,g)(go — g) (020, p = 1 


iieii). 
De iii): 
«4 GCCAGDIHE, BUT C, -联合 太阳 必 是 太阳 ， 从 而 由 定理 
4.1 可 得 中 之 让) ,为 证 道 ) 坟 i， 我 们 只 需 证 明 ， 者 CG 有 弱 中 间 性 
H. WAOE CR, D pA R P AEA. 
BT X-CGO.UD. A 
exiBg' = [G2 i£ Aa € extBy* | 
其 中 
(20°) (Q) = x* QD, Y QE CHN, 
从 而 对 Y 弱 " 闭 子 集 DCextBi*, Z» ZoEG, 满足 


s. 60* 


min |2*((g — g)9002| 0 
‘tx ED 


ip 


D, = {1 © QFE 2” fitnt? € D) 
D, = (z' € By. :存在 + E NEE) € D) 


则 Do DAIA N 和 gxtBx. WHER. 22° — G0 We 


N 
min | XZ Aza; | | Ge — &0€0 | 
(tr ED i=} i 
min |r'((g — g) (021 0 


(tar DED 


N 
。 . l. 
min | (g — g) @)| > 0, min | > Npa; | 0 
(ED, z'€D, i=} 


h CASPER, FE) CG, fE leglo 
min(£, nU £8) (1) (g(t) m go Q2) > 0,n— 1,2,°" 


Ati 


min r'(($(g,) — G(g)) (0) * x* (Ple) 0 — Ple) @)) 


Gr ED 
N 
. 0042 
== min | > Aa; | (En — g)(D * Cg — g) 0D 
G2" VED j=] . 

N . > 

> min | > ja + min(g, — g)@)(g — go) 0) 
tE Dj 


H = L,25°"° 


= 0 
故 由 弱 中 间 性 质 的 定义 知 ， BCG) TE C CO L7) HUBS PBI PEI. 从 


而 ii) 一 iD 证 毕 . 
为 给 出 Cela.b |p C, -KAWA Chebyshev 交错 定理 ， 需 
要 用 到 下 述 两 条 件 : 
GO Bg MUZE —g0)) = 
(x *) OB ,NZ C0, CD =O, pd 
定理 S$.2 i GC Cua, b] A5 FEER, go € G, NCH e» 


处 有 次 数 ng VY FEF WG, UE 
e ĝl- 


Pp 二 1 时 条 件 (x) 和 (x 0 满足 
po lat 条件 Cx x ) 满足 
则 下 述 四 论断 等 价 : 
i) go€E PC) 
ii) max oe,(D0g,—g)02250, V ZEG 


tE e, 


ili) max o t) Cgo — ze) (1) 0,， V g€Gwv {Zo} 


(€ Op y 
iv) o COE Df EEDE n +1 S ER. 
证 ”由 定理 5. 1 及 命题 4. 4 可 得 必要 性 ， 而 充分 性 则 由 Cela, 
b) CF, As. 


一 、 lp -KAET BS E E E 
本 小 结 中 ， 对 1<p<<co， 定 义 
F , CX) 
= { (z, eer, XN): LEX, 1=], 2, ey N, S Alz |'«oo 


HRN, A, t=1, c. N 同 前 述 BOCK, F= Gy "rxg)€ 
A AX), £e €, 在 


Salz — gill? = inf 3 Als — gll 


则 称 go 是 下 二 (DÉ L, e REOR. 其 全 体 仍 记 为 pF). 
Xf F-—GO€4 X), HT gE peP 


, Na 1 ae 1 
(ols 一 golt}? = inf { 2 Alla. — gilt}? 
Are) — Arg, = intl — Qin, 
其 中 | .| EZO EATER. BS 


GOAD = (Arg): g € G) 


. 52-* 


WA 

$5.2 WE GCX, F=(;,) € F,X), go €G,jilg € P; 
(F) 12 CX) p, go 一 A PZ) EGA) F=(A3 bx;) mb os 

xs FB U CX) 28 fa] ep A 3| CAE ER UA 2, -联合 最 佳 逼 近 的 
特征 定理 .为 此 ， 我 们 引进 e 阶 联 合 太阳 的 概念 . 

定义 $.2 设 GCX, goEG, £V FC ,OD, go € Pe 
goE Pc (FO, V a 之 0， 则 称 go 是 G 的 2 KAA A. BPE, 
二 a( 一 go) 十 go 二 (a(x 一 g0) 十 go). HC 中 每 一 点 都 是 G IR p H 

合 太 阳 点 ， 则 C 是 b 阶 联合 太阳 . 

定理 5.3 设 CCX， 则 下 述 论 新 等 价 ， 

D G 是 p 阶 联合 太阳 ; 

iD Y €G, F= (x) EF, (X) gE Pe(F)€»V gEG, 有 


iv 
Siale; — gol?! max Rer’ (g — 20 pl 


X, "EE, z;— Eg 


SJA max Rer; (go — 0 > Dre golly p= 


XE. X EE, 一 80 T. P= Bo 


it RARE, D7, (X) OD. 
PCF) = (Asz) € INCX) Y F= (+) € FX) 
是 一 对 一 的 到 上 的 等 距 映 照 ， 故 G AE X 的 2 MEE A H= 
G (A) FE 17 CX) OK BAR. 
由 于 对 (x? EC dr. Ce) €Eaio.ais) Clr? D 
€ ext By s xi /iri || extBy A 


= l 
3A Ax "Cx; — go) = PAX -gili^ j^ 


PA EH 


N 

Ly x eq 

< SAP ce las 一 FI 
i=] 
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“ele 
[RH 


CS? læ ll] 


i=] 


< {Dalla 一 sl】 


N 1 
= { > àlle: — goll}? 
12] 
Al, GO 必 满 足 
1) x, (Xi— go) = IE | Ix;— gol 9 E |i — oll 750 


i) lzl4,4^*lzxz—8.^7. p> 
o helsi, p=1 
其 中 d, > Off . 


N . 
Dz =1, p>1 
i=1 
这 样 ， 由 推论 2.1 可 得 定理 5. 3 成 立 . 
特别 地 ， M X—L,GOHR], 有 
推论 5. 2 I GCCL,GO WP Sie Bg t 
i) GEL, GO 的 户 阶 联合 太阳 . 
1D Y go€ GF — fi JEF (LD), W g;€ P; CF) 
V ZEG | | 
N 
Re | DAI — go) |? 
*sgnCf; — g) Elgo — g)(Ddp 220, pol 
N 
Re| > hsgnCA — go (s — 8) dp 
i=l 


N 
>— Dfa lgo— gldu, p=1 
证 H2. 20. X XSL, GOR 
x € Es <> 
zi (1D)= df gol TA — gO le sgn/; — g) E) 2 >1 
za (sgn Cf; — go) Gt € ZI, — go, 
| ace), 18 = 1,2 € ZF; — g), 
代入 定理 5. 3， 并 类 似 于 例 2. 2 的 计算 ， 可 得 推论 5. 1. 证 毕 . 
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p=1 


注 5.1 4YX=L, Om. | -联合 逼近 问题 也 可 转化 成 其 它 
空 交 的 逼近 问题 . 
事实 上 ， XTY F= Cfi, t3 ty) CF (XX), EM 
| F (0 = Arh), Vt Ee 0 
A Bak FODEL, Gal), BLUT 


SAA — elt = Daf ifto — eco bap 


=| (Daly — gl dp 

= |F C) — g Cll 
Hpi- EL, Go 20 上 的 范 数 , 则 goE Po (F) eg € PS UD. 
其 中 | 

G= (gig € G) 
ifi (p221) #8H Radon - Nikodym EM, JATPRIESL, G2 7 f 
表示 及 定理 2. 1 或 推论 2. 1 可 得 推论 5. 1 的 证 明 . 
5j —J; iB BS 
I = (1,2,---,Nj,AQ) = Asi = 1,250 N 

则 JG. X, 2) 是 有 限 测度 空间 ， 其 中 SET area 
s YFEFEF L,G) EX 

F=f (i €QxI 
WF Cy) Æ (OXI, 000. 上 的 可 测 函数 ， 且 


E 


=) d ie; | 
IE, = {| E CD ledp x dal 
f N 5 
= IRG EA 


= (XAA)? 


由 此 可 得 BEPeCFJ<egeEPz(GF) 其中 


— (g (t,i) = g@):g E G} 
由 例 2. m" 1 之 证 明 
由 此 可 知 , 为 使 所 研究 的 “多 元 ”逼近 问题 处 理 更 为 简单 , 如 
何 选取 适当 的 空间 ， 并 将 所 研究 的 问题 转化 成 普通 的 逼近 问题 是 
相当 重要 的 。 


三 、 紧 集 的 最 佳 同时 通 近 的 特征 定理 


这 一 小 节 来 讨论 另 一 — VE. BT. 为 
运用 本 章 的 特征 定理 ， 我 们 只 研究 紧 集 的 最 佳 同时 返 近 问题 更 
一 般 的 关于 有 界 集 的 同时 有 逼近 问题 将 在 第 七 章 中 讨论 . 

设 F 是 X 的 紧 集 或 全 有 界 集 ，GCX， 若 goEG 满足 

sup [|f — goll = inf supllf 一 £l 


WR go€G ÆG " 的 最 佳 同时 逼近 ， 或 下 关于 C 的 相对 CR 
制 ) Chebyshev 中 心 ， 其 全 体 记 为 PeP). 

定义 5.3 设 GCX，goEG,， 若 对 和 的 任何 紧 子 集 已 ，goE 
Po (F)=>g,€ P; (Fa), Y 270, MPK eÆ C 的 紧 同 时 太阳 点 , 其 
中 二 (a Cf—gO cgo SEF}. 若 G 中 每 一 点 ， 都 是 C 的 紧 
同时 太阳 点 ， 则 称 G 是 紧 同 时 太阳 集 . 

定理 5.4 设 CGCX， 则 下 述 论 断 等 价 ， 

D G 是 紧 同 时 太阳 集 ; 

i) XJ X 中 的 任何 紧 集 Ff, goE€G, W g.€ Pc V gEG, 
HEr, EF, zè €extB; 使 

Xp (zz 一 Bo) 一 supllf — Zoll 
Rez, (gy — D> 
ii) MX PHAMSARE F, sce. 则 gE Pei 
max Rex'(g;— 0 SPO,VEEG 


z* € Eg go 


其 中 
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Ep, = {x" € extB? ;supRez' (x — gj) = supllz — goll} 
r€F x€F 
证 Deil). 
HTC 是 紧 同 时 太阳 <>Y go€EG,， FOX 是 紧 子 集 ， 若 gok 
Po CF) ,Wl e, € Po(Fa) V alo. | 
因此 ， 我 们 只 需 证 明 ，、V goEG，FCX 紧 子 集 ， 下 述 两 论 斯 
等 价 : | 
a) goE Pc(F)-—g,€ PeF), V a0 
b) g, € Pc(F) «V g€G, BE LEF, x, €extB? 使 
Rez, Gr, — go) = supliz 一 gol 
Rex; (go 一 &) 之 0 
定义 fre CO X). 
Sr(x) = 2, Va2eEF 
易 知 ，fi(')EC(F,X), 今 
Gr = {fi(')=g:g EG) 
WW GCCF, X), B. go€ Pe (F) ef, EEC, XO BBC » Gr 
Ír, = a( fr — gy) + go = Sra 
故 
go € Pe FEE f, € Pe, Cf ra) 
从 而 由 定理 2. 1 中 ei SHE AA a) 50. At, D di. 
ii?«ii). 
iii) >it) BIR, FUE ii) iii). 
令 X 是 X 的 完备 化 空间 , PAXPHAAA F, Wii F 是 全 
有 界 集 知 ，F 在 关中 是 紧 集 . 
由 于 gE Peg E PeF ih D 知 ，go€ Po F< 


Y EG, Fe x,€CF, cf EextBz. 使 
X; (x, — go) = sup|ir 一 Zoll 
zxcF 
Rer; (go — g) 20 
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由 X* 一 X*， 不 难 证 明证 ) 成立， 证 毕 . 
命题 5.3 EG EX dv sspe ER. WC 是 紧 同 时 太阳 . 
证 BF a EPES f, € Pc, Sr X PE RRR. 
”因此 , SRT RB EE TECTA F, 证 明 Gr 在 CCF, X) 中 有 弱 中 间 
性 质 ， 则 由 推论 2. 2 及 定理 5. 4 的 证 明知 ， 证 明 G 是 紧 同 时 太阴. 
HF. Vg, g.€G, Vr" CextBi*, x€F, 
Rez (f(x) — f,G)) = Rex" (g — g) 


故 依 定 义 立 即 可 证 得 G XE CCF XO PAR hE. TE 
特别 地 ， 当 义 =Ca(0) 时 ， 定 义 
f*G 一 sup/ G), Vien 


f~ 0) = inff (D, YtEn 
SEF 


A 
0, == Gift G) — g) = saply 一 goll,t E Q} 
N= (t. f7 E) — gy (D = suplf 一 goll € Qj 
则 易 证 
Erg, = fet c Q,) U 《 一 €,:t € N) 
FEX 
Q,— 2,7 0. 
1, £€0,\Q, 
o(t) = |- 1, £€9_\Q, 
0, £E€2, 
则 有 


推论 5. 3 设 GCCRG2)， 则 下 述 论断 等 价 ， 
i) G 是 紧 同时 太阳 集 ; 

i) G #5 fad ERG 

iD 对 Ca(2) 中 的 任何 紧 子 集 ，goEC， 
Wj go E€ Pc 


max o(t)(g, — g) (1) zo, Vge€G 


edd. 
F—£5 
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其 中 
Nre, = N, U £0. 

WE Dc). 

由 于 紧 同 时 太阳 必 是 太阳 , Mi) A. 反之 ， 由 命题 5. 3 
Al. 1D—DJI Y. 

ii) <>iii). 

由 于 Y 二 = +e¢€ Ep 
JE E) —gü, t€ 2, 
go — f. @, t€ n0. 
M OAH, ESuükEg;€PcCO0, RIN ui Ry. Z;0,—90, Ni 
由 定理 5. 4 知 , HD 成 立 ， 反之 , WP uD Mar, WC BRAM, dX 
G 有 弱 中 间 性 质 ， 证 毕 . 

由 推论 5. 2 和 命题 4. 4 则 立即 可 得 下 面 的 推论 

推论 5. 3 w GCR la, bl, 则 G IX Xf Cr la, b] 中 
的 任何 紧 子 集 ，goEG， 车 2, 二 多 ， 则 下 述 论断 等 价 : 

i) gy; € PoelF) 

ii) max a(t) (go—g)0) 20, V gEG 


t€ 
A 


supr'(f — gy = 
SEF 


ili) mex e) Ceo g) 0) 20, V g€GN igi) 


Nr g 


RO a CO f£ Ora PEDA n, 十 1 次 符号 交错 
第 六 节 ”评注 与 参考 文献 


第 一 节 和 第 二 节 中 的 太阳 集 概念 是 由 Efimov, Stechkin 首先 
BJAR. 这 两 节 是 非 线性 逼近 特征 的 基本 理论 ， 大 部 分 结果 已 
被 Braess 的 专著 Sl 收入， 这 里 的 内 容 由 Brosowski, Deutsch", 
Brosowski, Wegmannl?!, Brosowskil*! , Brecknert 及 Braess!*! 中 
的 结果 综合 而 成 . 其 中 引 理 2.1， 可 在 Dunford, Schwartz 的 专 
著 52 中 找到 ， 例 2. 2 则 属于 李 冲 和 Watson”! 

第 三 节 中 的 最 佳 逼 近 特 征 的 Papini 条 件 刻 划 首 先 由 Papini- 2 


”69 ， 


提出 , 并 对 G 是 凸 集 证 明了 定理 3. 2. 推广 到 一 般 情 形 的 结果 由 何 
国 龙 62 给 出 . | 

第 四 节 中 的 实 连续 函数 空间 CaCO) 中 的 弱 中 间 性 质 也 称 为 有 
闭 符 号 性 质 或 正则 集 ，Cxk CQ) 中 的 太阳 集 的 特征 刻 划 由 Brosows- 
ki 9, Dunham fj Amir, Deufsch "3S Br sil, tn] Zi Braess 
的 专著 和 文献 L2j. | 

次 数 概念 由 Rice'?31 引 人 ， 这 里 的 定理 4. 2 及 有 关 的 命题 取 自 
Rice“), SmarzewskiU??U, 而 有 理 函 数 和 指数 和 开 近 的 结果 则 可 
参看 Cheney 和 Braess 的 专著 中. 

第 五 节 中 的 一 般 情形 的 C, -联合 逼近 首先 由 史 应 光 和 天 汪 讨 
jb. 这 里 稍 有 不 同 的 结果 和 证 明 均 由 李 冲 ”… 所 得 到 .这 一 问题 
的 进一步 研究 可 参看 李 冲 的 文章 “. Bik, 徐 士 英和 李 冲 将 其 
eR HESS “WEAR” Te. 

当 久 二 上 , (4) 时 的 7 -联合 逼近 的 结果 属于 史 应 光 : 汪 . 这 里 简 
洁 的 证 明 由 徐 士 英 5 中 所 给 . 这 一 问题 的 不 同 的 处 理 则 取 自 李 冲 的 
论文 6s19 , 一 般 情形 的 1, -联合 逼近 的 其 它 研究 可 参看 文献 [19]. 

紧 集 的 同时 逼近 问题 是 Chebyshev 中 心 的 推广 ， 七 八 十 年 代 
有 大 量 的 研究 ， 这 一 问题 将 在 第 七 章 作 进一步 研究 ， 这 里 定理 的 
TE BY ea REE IE ap. | 
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=B FEHB 
存在 性 理论 


众所周知 ， 在 任何 赋 范 线性 空间 中 ， 每 个 有 限 维 子 空间 都 是 
近 追 的 ， 而 在 自 反 Banach 空间 中 ， 每 个 闭 凸 子 集 都 是 存在 性 集 . 
为 保证 最 佳 逼 近 的 存在 ， 有 限 维 空间 的 有 界 紧 和 自 反 空间 有 界 弱 
紧 起 了 关键 的 作用 .事实 上 ， 最 佳 逼 近 的 存在 性 往往 同 某 种 “ 紧 
性 ”联系 在 一 起 ， 本 章 首先 讨论 紧 性 同 存 在 性 的 关系 ， 然 后 研究 
距离 函数 的 可 导 性 同 存在 性 的 关系 ， 最 后 给 出 某 些 非 线性 函数 类 
的 最 佳 逼 近 的 存在 性 . 


第 一 节 ， 逼 近 紧 性 与 存在 性 
一 、 紧 性 定义 与 其 间 的 关系 


定义 1.1 d ix EX APP, EX, BRE extB" HR 

FHACB*, Bl A*DextB’, fü 
r'(Qr,)-xr'(x), Vr ECA 
则 称 X. FE aw HAF Xo. WIE 
T, —> To, (n — oo) 

TA, aw 收敛 是 弱 于 弱 收 敛 的 . 

令 z- 收 伍 表 示 下 列 四 种 收敛 中 的 任何 一 种 收敛， 

D GRAS, ii) SRW, iti) BR BR, iv) aw WR 

下 面 给 出 逼近 紧 与 有 界 紧 的 概念 : 

定义 1.2 设 C 是 X 的 子 集 ,zEX,， 若 对 > 的 任何 极 小 化 序 
列 “ 即 满足 limllz 一 8 一 dc(z) 的 序列 (e) CG), HA -AAF 
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G 中 元 的 子 列 , 则 称 G 在 x 处 是 +- 通 近 紧 . BMV CX. CE 
She jE. 则 称 G ee IER. 如 果 对 G 中 的 任何 有 界 序列 ， 
均 有 Tt- 收敛 于 GG 中 元 的 子 列 ， 则 称 G 是 z- 有 界 序列 紧 的 . 
特别 地 ， 当 z -收敛 表示 强 收 仿 ， 则 -逼近 紧 和 -有 界 序列 
紧 就 简称 为 逼近 紧 和 有 界 序 列 肾 . 显然 ， 各 种 逼近 紧 与 有 界 序 列 
紧 有 下 述 关 系 : | 
有 界 序 列 紧 之 逼近 紧 
4 4 
3578 Fe FH => PHR 
J V 
ARPA >" BR 
J y 
aw ARFI > aw iBT 
例 1. 1 EHJIESBIPBMERSSHIT SERE SR» SEE 
间 中 的 任何 弱 * 闭 子 集 是 弱 " 有 界 序 列 紧 的 . 
命题 1. 1 局 一 致 凸 赋 范 线性 空间 中 的 任何 av os VER SUE 
i ur BS. | 
证 设 X 是 局 一 致 止 CCX 是 aw BURR, VEX, 
{gs}CG 是 z 的 极 小 化 序列 . 因 G 是 aw IR KAETI 2») 
C {ga} ,goEG,extB' WATE ACB" FE 
x* (Bnd > L'E) Vx EA 
从 而 | 
xr'Go — En) rae EdD N r EA 
取 ze EextB* 使 
zf x — g) = lx — gol 
则 对 VY s>0, 存 在 zc4 使 
xe (£ — go) È xp (£ — go) — E = |£ — all — e 
因 
jz 一 En, +t Zoll 之 ze Gr 一 Bn, 十 Ze (x 一 go) 


m 
lim jx — gy, + x — Boll 
= lima; (£ — Bn.) + x Ce — gy) 
> 2\|a — aj — 2e 
由 e 之 0 是 任意 的 知 | 
lime — g, + z — goll = 2lix — gol 
Fi — J Ta» fA 
lim]z — g, | = delr) S [x — gol 
[74 
lim] — gall = lle — goll 
XH X AER 
limlg, — goll = 0 
Bl G Jii yr X58. 证 毕 . 
注 1.1 fil. 1 中 可 将 局 一 致 凸 的 条 件 改 为 紧 局 一 致 凸 . 
推论 1.1 若 X 是 紧 局 一 致 品 ，G 是 X 的 子 集 ， 则 下 述 论断 
等 价 . 
i) G t aw Bit SE; 
iD G Æ K; 
iD G BBE. 
推论 1.2 Æ X ERE- AOK SRZ, MAX 的 任何 弱 闭 
子 集 是 逼近 紧 的 . 
| 命题 1. 2 设 C 是 X 的 逼近 紧 集 , WREBBIT Pe CO) 是 
上 半 连 续 的 , B. V xo€E X. PcGOBIEERIJESBIR W , KALE 070, 
fii *4].z — ol 0 时 ， 有 PeGOXCCW. 
特别 地 ， 当 C ÆW E Chebyshev RI, PeO) ERR). 
证 反 设 Pcl(2) 在 茶点 ze 处 不 上 半 连 续 , 则 存在 开 集 W D PG 
(L) .zx,€ X,laz,—r-0.g,€ Pol, {EË g,€ XW. 由 于 
zo = all S Meo — zl + ln. — gl 
一 IET E | + dolzan) 
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SE Hilimdc (x,) =de (x0) Fl 
limllzo — & = dolza) 
Bl (g,) 是 zo 的 极 小 化 序列 ， 这 样 ， 存 在 子 列 (nu ZECG, 使 
lg, — goll--0. 从 而 goE Pclzxo), 但 由 gnEX\W 及 X\W AI go 
€ XN. FE. 故 Pe(*) 是 上 半 连 续 的 .证 毕 . 
命题 1.3 iG EX ERK Chebyshev f£, WY z€ X, x 
的 局 部 最 佳 逼 近 必 是 zx AO EG | 
证 Reis 的 局 部 最 佳 逼 近 ， 反 设 go&€ P(x), 
A^ 
Zi Etter — go) OKEI 
| gi PoC) 
由 命题 1. 25] 
limg, = g, = Pelr) 
从 而 £i Zo 4 | 
t, = sup {t 2 0:8, = 8o) l 
则 1 六 上 之 0， 由 第 二 章 命题 1. 1 知 
Zo £g», Vt €l0,&J 
因 当 cá BP. mcg. BV 60. FETE (to,1) 使 
lg: — Boll < Esg: 75 Zo 


in 
lz — goll = liz — all + lz — gol 
dz — zl + fiz, — £l 

> je — zl 


与 go 是 z 的 局 部 最 佳 逼 近 了 矛盾. 证 毕 . 

注 1. 2 ”在 上 述 命题 中 , # G A Chebyshev FR, 则 结论 未 
必 成 立 . | | | 

例 1.2 XXSR 


G= (Coy) pa" +1} 


785 


: Thi = tai a m o rim = 98 


1 
z =| 70], go = 《一 1,0) 


jul go 是 X AY Ja SD c EIB. HG 是 有 界 紧 的 ， 但 go€ Pela). 
Z., REBIDA EEEH 


定理 1.1 RCG EX PH aw 通 近 紧 集 ， 则 C 是 近 迫 的 . 
证 VEX, (g) CC 是 二 的 极 小 化 序列 ， 则 存在 子 列 ， 不 
妨 仍 记 为 (ga ACB*, A*DextB’, g€G, Ff 
Limz (g,) = r" (go),Y xr" EA 
设 xo CextB {E 
zo (z — 8g) = Iz — gol 
Ve>o, Rri cA 
zè (Z — g) > rg (rT g) -E 
n 
lz — goll S rë Gc — g) +e 
x lima? (x—g,) +E 
< limlz — gall + € 
= do(x) + € 
故 jz 一 gol=dc(Cz), 即 goEPc(z)， 证 毕 . 
推论 1.3 设 C 是 和 的 子 集 ， 若 C 满足 下 列 条 件 之 一 : 
D CC 是 有 界 序列 紧 或 通 近 紧 ; 
i) G RAAB FA RRB BE: 
ii) G Æ avo 有 界 序列 紧 . 
WW G 是 近 追 的 . | 
定理 1.2 Wt G RESEDRI— £X 4H] PIRKE, M FEE Y 
等 价 ， 
D G 是 近 迫 的 ; 
i) G Æ aw 逼近 紧 ; 
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ii) C ESBK; 
tv) G EME. 
证 ”由 推论 1.1 和 定理 1.1， 我 们 只 需 证 明 Di. 
VEX, lg 是 的 任何 一 全 极 小 化 序列 ， 由 1 W, FE 
goE Pola). AG 是 太阳 集 ， BC goo PcCZx— gi). 从 而 
2lx — goll < 2r — go — gd 
< |lz — goll + lx — gal 


由 此 可 得 
lim|x — g, = ilz — gol 
lim|x — go + x — gall = 2llx — goll 
uy 8, u, m QE. 
|£ — gol ” J£- gall 
则 wo， Uu, C Ss H 
lim ||z, + uoll = 2 


由 紧 局 一 致 凸 性 知 ，{w:) 有 收敛 的 子 列 ， 所 以 Gu AWA G 
中 元 的 子 列 ， 即 G 是 逼近 紧 ， 证 毕 . 

注 1.3 在 定理 1.2 中 条 件 X 紧 局 一 致 凸 与 条 件 G 是 太阳 集 ， 
均 不 可 去 . | 

例 1.3 Ut X E4EfI— T RAH ES — om zs]. dn X— 
LOR 4,1 poo), W 

| G = (x € X: |z| zz 1 | 

WC 是 近 迫 的 ,但 G 不 是 aw BRR. 事实 上 ， 否 则 ， 由 推论 
1.1 知 ，G 是 逼近 紧 ， 但 对 z=0，Pc(z) 一 9S， 显 然 S 不 紧 . HG 
不 是 逼近 紧 . | 

$1.4 4 

X 一 (Ca; ia, € Rw = 0,1,, {a} 收敛 } 

X r= (a;) € X, 定义 


zl] = max{2]ao| ,lima;? + [X | ST 
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G = {x (aj) E€ X:a = 0} 
WI G X& Chebyshev 子 空 间 ， 且 
P,(x) = 3 Vr=(a) EX 
其 中 e= (0，0，…，0，1，0，…) ;1 一 0，1，…。 iX 


Wlg,ccG. H 
lz — gl > 2 = dolz) | 
BK (2, 是 工 的 极 小 化 序列 . 下 证 Gu) 没有 子 列 aw WRF G 中 


Heb, BARE goEC， 使 gn — 则 go 一 Pelz), 从 而 


JĀ. 
igol = = I PcCo || x limlg,l 
但 
loco =1+ [3 AY 
> 1+ [» =|’ = 1 + lign! 
故 


imle, il IPs GO] — 1< 1Pecz) 

TJ. Bib. G 不 是 aw BERR. 

注 1. 4 在 第 三 节 中 , 我 们 将 看 到 , 有理 函 数 集 R。, 在 Ce La, 
b] 中 是 aw 紧 ， 但 不 是 弱 逼 近 紧 . 故 定 理 中 ii) >ii) 一 般 不 真 . 
另 一 方面 ,由 于 任何 无 限 维 自 反 空间 中 的 弱 闭 子 集 是 弱 逗 近 紧 . 但 
RR ETE, BER ili) >iv) 一 般 也 不 真 . 

HLS ERSP, RIERA, Rn L, [a, b] 中 是 
BLE, BPEARR HEERO REM KAA, HX 
一 般 均 不 真 
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第 二 节 距离 函数 的 可 时 性 
与 最 佳 还 近 的 存在 性 


本 节 主 要 讨论 距离 函数 的 方向 导数 之 值 同 相关 集 G Wii 
性 和 逼近 紧 性 之 间 的 关系 
dz (x)(y) = lim dc (zx + 2» 一 dg (x) 
由 于 zc(:) 是 1- Lipschitz pha, RV yES 


t>o-+ t 


< Im dckz + 2) — do) — 


Am. Edi (zx)(y) 存 在 ， 则 
lat o G0 <S llyl v y € X 
下 面 将 看 到 ， 上 式 中 等 号 成 立 将 起 关键 性 的 作用 . 
引 理 2.1 iby€5S.-xcx, F& 
fu d; x 十 22 — d(x) _ 


` t>0+ 


(g》CG 是 z 的 极 小 化 序列 ， " 


. £L — En _ 
tim] y + 2 2 
证 Uno, 使 | 
(00 qus dela + ty) — doe) 
m th 
Fi ta <de (x). Mx 的 极 小 化 序列 TAF TR >l i 
d(x) (否则 可 用 Gn) 的 子 列 来 取代 (gD. HTAR. 


lx — g, + tyll — Ie — gall 
i 


= 1] 


=] 


h(x — Bart) = 


是 上 的 单调 增 函 数 ， 故 
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dola + ty) — dola) — lz tty — gaill — ix — gill tt 
L, n t 


n 


< let le — golly — Boll — le — Bol yy 
lz — gl 


一 |» + t- +t, 
两 边 取 极限 ， 则 得 
= 2 


lim 


一 En 
> + eel 


引 理 2.2 dx (») CS, yES. EM 
Jo = le. 一 1 十 l |y 十 yall Cy + yn) :7 一 1.2, 
若 limly 十 2 一 2， 骨 
d (0)(y) =~ 1 =— d (0)(— y). 
证 ic 
a, =(1+4)/ly +94! 
"n, 


H FAR Cet) Et KRAKAR CERO ra LlB] 
AlEn — t) BR Ens — An) 


Rp . 
lg, — tyll — lel < lg, — el — leil 
£ | . e, 
从 而 
dc (ty) — dg CO) 
— ] & lim M RANA, DA 
FIO 2 
dc (ty) — dg (0) 
«m 2 ess 
tC Ł . 
t--0d- n t 


| 1 
— Tim inf lg, 一 tyl — iell + " 


£—0-- n 


«Bl. 


l 


mm le — nol = lel ,jn Z 
mca a, no Oy 
一 lim (yl — |l». + yp =— 1 
由 于 d#(0) (y) 关于 y 有 齐 性 ， 故 
dé (0)(y) =— 1 =— dt(0)(— y) 


证 毕 . 

下 面 的 讨论 中 将 需要 空间 的 点 态 意义 下 的 局 一 致 止 和 紧 局 一 
致 上 是 性质. 对 Xo0ESsVY {Ix} CS, #ilim zo Hrn |= 222, Tos 
则 称 X 在 ze 处 是 局 一 致 凸 的 ， 若 imlzo 十 zl 一 2> (x) 有 收敛 
KHTI, MPX E z 处 是 紧 局 一 致 凸 的 . 

定理 2.1 设 EX，yES， 则 下 述 论 断 等 价 : 

D 对 关中 任何 闭 子 集 G， 若 

~— dolz + ty) — dox) u 


lim 1 
t-- 0-4 £ 
Ju C TE x 处 是 逼近 紧 的 ; 
i) Xt X 中 的 任何 闭 子 集 G, d; dé GO G0 —1, WI G 在 x 处 是 


BARH; 
iii) X 在 y 处 是 紧 局 一 致 串 的 . 
证 D >i) BA. 
iD =>iii). o 
RRD 不 成 立 ， 则 存在 (ya CS, f 
limlly + yall = 2 
但 {yn REKATI S 
G = (z 一 (1 十 = 
则 由 引 理 2. 2 知 


— Yn 
men m sz] 
ly — yn” 


dé (x)(y) = dE (0)(y)= 1 
但 Po (x) 20, 5 ii) FE, ii) iii). 
ili) >i). 
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Wig.) CG 是 的 任 一 极 小 化 序列 ， 则 由 引 理 2. 1 知 


MERE 


而 由 这 ) m. (P E orla RD. SMS | n. 
由 于 limllz 一 eol 一 ac(z), 故 


limg, = lim) x — lz — £l + p 

存在 ， 故 G 在 z AG. 从 而 DSR. TERE. 

由 定理 2. 1 立即 可 得 下 面 的 定理 2. 2. 

定理 2. 2 XE RAR X 中 的 任何 闭 子 集 ，V ze 
X， 若 存在 yES (dé (2) =1, WG 在 z 处 是 逼近 紧 . 

推论 2. 1 WX BRB. CBX 中 的 闭 子 集 , BV re 
X\G, 存在 yES, f dd G0 O)=1, WC REG CE. 故 G 是 近 迫 
BJ. 


定理 2.3 设 zEX，yES， 则 下 述 论断 等 价 ， 
D XX 中 的 每 个 财 子 集 G， 知 


i ak -F ty) 一 d(x) 


men t 
WG Æ x AbiEB3rTE. Pox) =a~—del(x)(y). 

D Xr X BIRET- HIT E Go dé GO (2 —1, Wi] G TE x Abdo 
XX. H Pelr)=z—dglr)y. 

HD X fk y 处 是 局 一 致 凸 的 . 

证 Du BR. 

li )=>ili). 

反 设 存在 ES, filly, tyl>2 (Allo, — yl 23720. 由 定理 
2.1949, (yo 必 有 收敛 的 子 列 ， 不 妨 仍 记 为 (ya Aye mvES, 
iy 一 yoll 之 .由 于 jy 十 yl 上 一 2， 故 yo 十 y==2. 4 

G —iz-—yux—»i 
MV £0, lty-Fyil—1--:. BEE, Raz" CB" {E 
x (2 raj >| — 


= | 


i 
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则 
r'(y)-—r'(yw)-—l 


故 
| 1-E£zjty + yoll Z x* (ty + yo) 
= tæ* (y) H r* Cy) =1+ż 
这 样 
lz + ty — €x — x) = lt» + yll =1 +t 
= dg(x + ty) 
所 以 


di (x)(y) = lim e&t TIY? — dels) 


tO 


但 Pelr)= (x—y. x—»). Fi FR. Blid=>iii). 


= ] 


iii)-»1). 
设 {gs}CG 是 z 的 极 小 化 序列 ， 则 由 引 理 2. 1 知 
li aj + ee? 
dy iti) 知 
"E 200€ — Sn |. 
im y lz— ° 


故 
limg, = r— d;(x)y — 
BD G Æ x kbolYTE S H PoGO-—x—dcG)y. 证 毕 . 
由 定理 2. 3 立即 可 得 下 面 的 定理 和 推论 . 


定理 2. 4 XERADA X 中 的 任何 闭 子 集 G. ze XN 
G, EEES, (hdd GO GO - UM G 在 = 处 逼近 紧 ， 且 Pe(z) 


= dg Cr) y. 


推论 2. 2 EX 是 局 一 Suas. G X 的 闭 子 集 , BV x 
EX\G， 存 在 YES， fidi dé (x) (y) —1, Bl] G EA E Chebyshev 


集 . 


注 2.1 在 推论 2. 2 中 , 其 逆 也 真 . 事实 上 , 可 以 证 明 , 若 G 
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j 3p E Chebyshev Æ, IV cE X\G, 必 存 在 yES 使 dé (x) (y= 
1 ( 见 第 五 章 引 理 1. 1). 

下 面 讨 论 dt (z)(y) 三 一 1 时 ， 对 最 佳 和 逼近 的 存在 性 的 作用 . 
首先 ， 我 们 有 

定理 2.5 设 xE€X，yES， 则 下 述 论 断 等 价 : 

D WX "RISTERIBIT E G. X 


lim dolz d ty) —de@) _ 


t0 t 
则 PcCzx2 55 f. 
iD 对 X 中 的 任何 闭 集 G, dé G2) —1,. WW PcGOs 92. 
ii) X Æ y 处 是 紧 局 一 致 凹 的 . 
ib D >i) 显然 . 
i-i. —— 
Bit iii) RRR IZ» EXE CS, ly tyla. 但 (v; & 
AS Ay $ | 
MEL = hte 
WG RAF RR. 由 引 理 2. 2 知 
di x)(y) = dé (0) Cy) 一 一 


但 Po (=O, Hii) 矛盾 ， 故 让)=>iii). 


iti) =>i). 
BE 已 一 0 使 
lim der T ty? — don) —..] 
 H&«€dcGO. Bg, €G fi 


lz + £y — g4ll < der + £32 + t 
HF hlr g.t) R32. 1 证 明 〉 是 i BARN ERE. i 


ln + ny — gall — le gl 
- 

lzlz— gully — gl = lz — gal 
— lx — gil 


从 而 
da(Gc -+ ty) — delz) 


t, » 
Net tay = alleel, 
—— t4 4E — Ball = Ie — e, — lix glyl 
7 Iz — gu 
== 一 - — p Z Esa (. 
-1 | 
两 边 取 极限 则 得 
| ES 
lim] fe 
| tr En . 
从 而 | — Ba nicis ea, sorties | oe) 由 于 


dg(x) S lla — gll S lz — ga + &yl + tn 
< dox) 十 2t, + £2 
故 
lim [lz — g, || = dolz) 

从 而 limg, — goff f£ : Hg €PseGO. Kiii) =i), 证 毕 . 

定理 2.5 X 是 紧 局 一 致 凸 < 人 对 X 中 的 任何 闭 子 集 C，V z 
EXNG， 存 在 yES， 使 dt(z)(y) =—-14 HIM Pelr) Að. 

证 ”由 定理 2.5， 我 们 仅 需 证 ， 若 PcGO, WHEVES, 
使 dt (x) Cy) =—], 为 此 ， E gE Pele), 由 命题 1. l, g€ Pc s 


tila—go)), V 0<e<1， 4 y— IT z. T 则 


dg(a + ty) = lx — gol — t 
故 dt (zx)(y) 一 一 1. 证 毕 . 
推论 2.3 WX 是 紧 局 一 致 串 , CCX, WC 是 近 迫 二 >V rE 
X\G, FFE yES, fi dt (x) (y) 一 一 1. | 
jt2.2 ”在 定理 2. 5、2. 6 及 推论 2. 3 中 ，CG 近 据 不 能 改 为 G 是 
逼近 紧 . TEX 是 局 一 致 吓 的 条 件 下 也 不 能 推出 G 是 Chebyshev f 
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集 . 
例 2.1 设 X 是 无 限 维 的 局 一 致 山 空 间 . o" 
G = {x € X:l|zl zl 
则 G 是 近 迫 的 . 4B 6 既 不 是 逼近 紧 也 不 是 Chebyshev FR. 当然 ， 
V xEXNG， 存 在 yES,， f dó (x)(y) 一 一 


第 三 节 “ 某 些 函 数 类 逼近 的 存在 性 


本 节 将 运用 第 一 节 的 一 般 理论 来 讨论 有 理 削 数 ， 指 数 明 数 各 
自由 节点 样 条 函数 在 Cr La, 5] MIL, La, ^] 的 存在 性 ， 首先 证 
明 一 个 下 面 经 常用 到 的 命题 . | 

命题 1 D EGTC, JEC), 车 对 了 的 任何 极 小 化 
序列 ie BEEG, (ea) 的 子 列 lent KKKT O, 
CR. fb an, FE QD EADIE go. WG TE f Abd aw BRK. 
从 而 Pe NEŽ. 

Em RRRA S «p«oo,f€L,QD, T 
的 任何 极 小 化 序列 {g,) CG， 都 存在 2. EG, la. IFS | 
AP go» WG Æ S Be ew a AR» " 
Pe(f) FD. 

HD GOL. CD) ,L. (G2 J&3zzs [8] SEL GOD. BSF PETER 
小 化 序列 Go) 均 存 在 子 列 Gu). fg 在 人 上 几乎 处 处 收敛 到 
G 中 的 元 ， 则 Pe NED. 

证 D 由 ECa DT 的 端点 形式 知 , D 是 定义 1. 2 的 直接 推 
i£. 

i) 为 证 iD ， 我 们 先 来 证 一 个 引 理 . 

引 理 3.1 设 C) CLD, All iSIS, as, ED EJL e 
SEARAu SES £. Dui. f£ 1,70. 

证 ”由 时 果 洛 夫 定理 , Y 020. PE ECA, y (Ej) <ð, H 
fo, 在 人 2 二 人 NEs 上 一 致 收敛 于 放 VY o> 0, E 620, Wu Es 
时 ， 有 


，87 。 


fo Olde}? >1—e 

则 
Ie If) | du «1 — 0 — e)’ 

N Sr ÆR E—Sx0 SUB] f£. AFE NDO, BE n N 时 ， 有 
dh |f, (GO) — f) dnt <e 


从 而 

J, Oan] > (| Oban o emm ze 
故 

J LON 二 1 一 NIA l'dusci-— (1 — 26) 
从 而 


IA Fle = LL iro — fo vaa 
E; | 
1 | | i 
+f AO- fa (dg lt 
i Q2 


« [J, Lo dg | 十 n flde)" +e 


«[-2-29/]5-[1—-6^']4« 
i 
lim], — fle = o 
。 引 理 证 毕 . 
命题 3. 120i) 的 证 明 ， 由 法 杜 引 理 知 
dof) < If — gole <Tim{| LO — e, 0 lde)” 
= ds) 
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31 iit TE BHL AE a dE GA p Hie dz HB 


f — En f = go 
If—e,l Feel, ae FO 
从 而 由 引 理 3. 14, lga mgl. D 成立. 
iii) 设 goEG 使 l E 
g,G) > Bolt) 8.8. FR 
从 而 存在 ECOD，AHA(E)= 一 0 使 
g,Q) > got) Vt € NE 


”对 Y 620, 及 任何 零 测度 集 ECO, BY t€ QN (EU E) 使 


if — glo < sup IIO — go! 
t€ ONCEU E, 
« |S a) — golte) | 4&6 
= limifG) — g,02 | * € 
< lim] — ganlo FE 
=d,(f) + € 
Be ORE ER, Be 
If — golo = dcCÓ) 
PD Po (fo+Fe®, 证 毕 ， 
在 下 面 的 讨论 中 ， 均 设 L,CO ji Sca a]. 


3|383.2. VEU CTS uS LFab)Q poo) LWA AF 


Fil, 则 存在 IV 上 和 [a sbs FIle C igt , 使 
g, AE T La bN t) BS FER PH EX) L$ BUF go € Amn 
证 Bile C, Gem 12. 记 
gh pa/ Qa» k-1.2»7 


gallo = max ig, C2] = 1. 
t€ [a ,5] 


e RỌ 


从 而 存在 d, > 018 
lel < gillsllerll, d. k= 1,2,. 


其 中 方 十 二 一 1, (一 1,9 一 oo) HFI Selot zn 上 是 等 价 
范 数 ， 从 而 可 选 子 列 ( C (i iq) C (qs) 使 

Pi Po Ge, c q^ 
在 Las b | 上 一 致 成 立 ， H . 

lg". = lim las, l|. = 1 
HF at (所 0 在 [a,b] 上 成 立 , 故 9 € FUR I TIPS, 
用 二 1 都 是 偶数 重 零点 ,从 而 对 任何 闭 区 间 Le,p 
Cfa, b ING st) Gg! 是 一 臻 有 界 ,; 则 

PO 

max | 2 .Vt€ [e, gjl«c 


(t) 
i gjEL, S A4 Ospcoo, 则 
p) Pr, Q2 |^ 
MERCED a. nay | OM 


HF C,1<pco) §le, PIF, NM q' BTE Ra 必 
是 BEA. XT EP 与 9 的 公共 零 因子 ， dd 则 

p'GOMg'G = polt)/qolt), Vt € [a,b ]NGG | 
H gi 在 含 于 la b NU Stn ot.) BY FE fay AD K E E S ACC n 
qe. WEH. 

由 命题 3. 1505] 383. 20] fS a PL FE TE TE SE FE. 

定理 3.1 i) Ann Crab] bE aw 有 界 序列 紧 ; 

i) ,.fEL,[a,b]üusp-o | iB Rs 

iD Ri»FE Lola.65 EI. 
所 以 ， 宛 ,在 了 La, 和 2 委 十 cc) 上 是 近 追 的 . 

注 3.1 9. E Cala,b] p déiBuT BY FRE, RS 
ECaL0,1] ,满足 
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Ot IN Bt 4 97 aE GH ch [BS MH uns 


fO) 一 /1) 一 ]， flt)=— 1 


其 它 地 方 线性 ， 则 {g,) |o) Cs BE SB ERED. T 
He (gn) A TIELO, L] E Abb ic AR 故 Ron PERE E ER 
是 通 近 紧 
ES. 2 名 ,在 LL4,6] 上 不 是 有 界 序列 紧 的 这 是 因为 (g, 
一 全 二 志 | 在 上 [0,1] 中 是 有 界 序列 ,但 {g,} 在 Ls[0,1] 中 没有 收 
FBI, 


Z. T SCR BO es BOB UE FF EE 


由 于 二 阶 指数 函数 类 


k 


Er = T = Quse tisa; € Rik <n} 


i=] 


在 Cela, b] PAA. 故 为 保证 其 存在 性 , 本 小 结 讨论 Er 的 闭 包 ， 
MESE CLIE 


E, 一 (gig 3T € mt, € RSG 十 25) <n} 
i=] 一] 


的 存在 性 . 首先 ， 我 们 先 给 出 几 个 引 理 . 


|f? (2) | < am 


其 中 4=6b 一 2. 
Cala TU = Uf €- Crlasb]: JC.) c Crlasb |} 
证 设 tos otn Elab |e 1 十 1 个 点 ， 归 纳 定 义 差 分 
一 - 5 
[to st, |f 一 fap — fa 


£g — É, 
BET ttal iif 一 [5; Ut tim LA 
[totu |f = 人 


则 容易 证 明 ， 若 /EC%[a ,5], 则 存在 zE lable 
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f" (z)/m! 一 PULL stm IF 
Wd,- E usa st; =atid,G=1,2,°7**,m—1),t,=b 则 易 证 


[ns lf] < EET LL Eu 
故 存在 zE [a,5] 使 
|" G) < EZA 
证 毕 


引 理 3. 4 EW Sn 有关 的 常数 C,， 使 
le leran < lelry g € E, 
其 中 


证 Hi TV gC En glact Mek, kn Tik[a.b6]—([—1,11]. 
AR RUE, ffFXEC—O,. fs 
lg'(O | SC, V g.€ E, lgl — 1 
Bp nf. 
将 [一 1,1j 分 成 2n 个 关于 z= 二 0 对 称 的 小 区 间 , 并 用 71; ALB 
示 对 应 的 一 对 开 区 间 ， 即 
L; hisce Ths ox—0; L, e, LaL. 


ted, I; I, 的 区 间 长 度 ， j=l, Zs y Nn, it 24d,=1. 
FEI 


j QJ is 
r = 23 cj 一 roj = 1,2, =n 


di? 
Crn 770. 下 证 
lg (0)| < OT Vg € E,,lgl — 1 
^W gE Eg Er tlg (0) | > Cy. BME g o>, 
由 引 理 3. 2 知 ， 存在 ELT z € FL fili 
Ig GO| sro la’ @D| <n, 


i=j 


a 02 c 


由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 存 在 和 E G0). 6€ (0,1) E 
gD >C —r-C, g'ü&)«—C,^n-6€ 
HOEG ED E RAPERE S. | 
ib2«jmn.dE E icc IET S € Las 
BOC) m C,.C— 17g (8, 1) C, 
He? COd4EC ou D EEDA j- TER 
Vn < X. c ene «T Gli 
人 不妨 设 Xi 是 gC 在 (全 -1) 上 的 最 小 的 零点 ,7 BE C 
在 (5-14,6;-12 上 的 最 大 的 零点 . 出 引 理 3. 3 存在 z;E1j,z;ET, 使 
ge) | Er, lei <r, 
运用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 可 得 (zj, 6,0. EEE- ZDE 
gE) >C r = Oas 
(— Ig TE) >C; r; = Cy ; 
eC EE, 7) EREZA, B eU 0, ec 0. gk 


| . " gP — p V ‘ Cy 
gn) — lim £ (x) S AT] ) «D 
Tug, X — XY 
RM ATE 
(— 1g" Dr 4) «O0 o 


大 而 ag CEOs Mox E EA EIE AER 出 
Rolie W, gO o xí 上 至 少 有 j- 一 2 个 零点 ， 故 
g^ Cog Ch, 60 至 少 有 7 个 零点 .由 归纳 法 知 ，g COxgXE 
i 吉 上 至 少 有 个 零点 ， 但 57()E 匹 ,， 与 第 二 章 引 理 4. 3 
d. WERE. 

引 理 3.5 Biles CE. Ale) YER Y G 0 FE fL PR IX [8] E 
RAF, N LAETI, AMMEN Gnd ,goE En fiUa. /在 任何 售 
于 (ab 的 所 区 间 上 一 致 收 敛 到 go. 

证 到 2n 十 2 个 点 

a La, «au «bu Ca, oe CBO 
出 引 理 3. 4, (ei^) 在 [ao bil E— SUB 91.2 n ES 
TEL as: sbn + 上 是 等 度 连续 的 ， 1 一 0，1，…，7。 这样 ， 由 Arzeja- 
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Ascoli 定理 知 ， (ei? Fé Cranes sn ERAR ETE, 故 有 子 列 ， 
AMV CA Lge) 使 在 Lass 5a) 上 一 致 地 有 
limg?? = 2:5 t= 0,1,2,'*,n 
H 
| | g£; = gP, t = 0,1,2,°%% 57 
由 于 e; HBP RC) <n, BATH 
| k(g;) = ly J = ] 2，… 
则 
Tí 4. uo 
HI ume 
X AP 5-501? 是 ga 所 对 应 的 常 系数 齐 次 常 微分 方程 的 特征 根 ， 
不 妨 可 设 
l limz;” = f. i= 1,2, jo 


lim" = oo ,1 一 Jo + 1,4 


BB g.€ E. 所 以 {g4} 有 子 列 , 仍 记 为 {gr} ,在 [Laiyp+ij 上 一 致 收 
MB) Fo. FEC es) HEE & F Ca 20 89 PH EC] Lo PB) E — 3x c 9 33] 
Eo- . 
反 设 存在 Le ,9 1C G 0) {gt) 在 La ,8 j 上 不 一 致 收敛 到 go. 
则 [a s A JD Lens: 5,44 ]. ER Gna =a’ ban = R , 如 上 所 证 ， {ge} 有 
Fg.) FC ,使 gi 在 La ,PB'] 上 一 致 收敛 到 ZB 了 关 Bo- 由 于 Y rE 
Lanti bari bg GO 7 go GO, ifl £—g0€ Es iW S 35 BEA. 3531, 
5 一 5o 在 [a ,5j 上 至 多 只 有 2n 一 1 个 零点 ,矛盾 . 证 毕 . 

由 引 理 3. 5 及 命题 3. 1， 则 得 

定理 3.2 E, 在 CrLa,5j 中 是 aw 有 界 序列 紧 的 ,从 而 E, 在 
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Cala,b |i mis f. 
为 给 出 E, 在 LsLa ,5j 中 的 近 迫 性 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 3. 6 V g€ E,.ffit C=Cy.ps 使 


ellearas-a < a ell, 


其 中 0<<d< 志 (6 一 a). 

证 我 们 仅 对 p= 二 1 来 证 ， 而 pola ay h Holder FEAM p 
二 1 时 的 结果 得 到 . 

XIV gEE,, 定义 

u(x) = |'gGodz 

则 uE E, H 

| lll < llall 
由 引 理 3. 4, V 0d (b—a) 

eleras < fall < EH als 

故 引 理 成 立 . 证 毕 . 

由 命题 3. 1， 引 理 3. 5 和 引 理 3. 6, WENA: 

定理 3.3 E., 在 LLa,bj(1 志 pp 志 十 吕 ) 中 是 近 连 的 ， 且 当 1 志 
PpP 三 十 Co 时 ,E, Æ Lila b rn B yo I. 


三 、 自 由 结 点 样 条 函数 逼近 的 存在 性 


本 小 结 将 讨论 Chebyshev 样 条 函数 逼近 的 存在 性 、 为 此 ， 我 
们 先 介绍 Chebyshev 样 条 函数 的 概念 和 基本 性 质 . 

设 oo rn, 是 定义 在 [a,b5j 上 的 nn 十 1 个 连续 正 函 数 , 且 o; 
€ Cr [a5], j=0,1; sn. 
b,x) = je Go eo wd) a (Ba rae, Tt 


0, fcd 
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v(x) = G;(a,x), J = 0,1,.",n 
V — spanív,,--,v,) 
ERV 中 的 元 为 了 -多 项 式 . 符 别 地 ， 4 oj ==1, WV Sr c 
& M 
a = ty Xd Kt cu Sy < tep = 6b 


= t == e =e Em, = Ey +i = se = bin, +m, 
2 emt m 1 十 1 — w= bm erem = by = zx 
而 zi; M 


DA trt JIT RR n Wi Chebyshev 样 条 函数 定义 为 
Slt p € Vii = 0,1, 
S, Gest = 4s: [a,b] -> R:s E e BENE n — m: 阶 连 续 
| 导数 ,7 —1,2,74, 
HP osa zmn SO 5 在 zi 处 有 零 阶 连 续 导 数 是 指 : ES 处 连 
续 ,s 在 > 处 有 一 ! 阶 连续 导数 是 指 5 FEZ, AE TRI. 
OX RS Ste St, <, D 
B, sestir) = PEMEX 
为 BG,z) 关 于 t 的 i 阶 差分 则 a 
S, (by 77,4) = span {Ð la, 2,2, 2, 0,0, 9). 
BOCHUM >} 
命题 3. 2 样 条 函数 代数 基本 定理 ) BaSS, nis 
(n 满足 D. 
a) aH KL Lth; — Eas 
ii) i GS) PA m AS 个 点 相等 ，{ 中 有 了 个 点 相等 , 则 
m 十 j < n + 1 
那么 
.| a, ott, as tis see, ti 
Xs ttt, Laas Eases t5 Lagat! 
且 严 格 不 等 号 成 立 当 且 仅 当 


. 06^ 


v < Lj < < 二 1 = 1 ^2 pe T. 


\ 


as very a, Lis ddr Ly 


Tja "tts tpl? Tnys 8% 9 Latkes 


| Pla, r) ihi Qa (Xi) QC T ee MN (PEE gri) 
| Pr Ca 22) tt Dola, 5) Du, +72) Ut Qu uer ut erp) 
| 。 > . . 


Dyal, Entet) c Pylastrtety? Paliily Taritl) ce Dit thy ual? | 


La, b] EAP RHA PHB Wn p Chebyshev HA 

数 类 定义 为 
S,4La.5] = (s € Sp, ta ht xL f, « 5] 

51383. 7. WE nomm. GO CS, nla PINCLe, gl B. eoo 
时 ,所 有 结 点 均 收 化 于 zE Ca D. Ast Lla bA RW AF 
$j— Sulk SiCP sE Simla BIC "La, el. 

WE  HiO- O6 min(g—z.z—a),Bllfgge No 0f 4 RN 时 ， 
Se 的 所 有 结 点 均 落 在 区 间 [z 一 9,z 十 6 内 . selle € V: 
slean EV, Ei hE Lo bA R gl V 是 有 限 维 知 ,存在 子 
AER se} ,使 5 在 Lae,z 一 6.4U Let p] E.— SI Ral s. 

选取 十 m 十 1 个 点 (zi) 车? : 

a <L Ly aw o L r Cge AALl e 
L Erti ttt rua « B 


由 于 Sk 可 表示 成 : 


n m 
OU m 
sr) = Tai, (aur) + > D (th ve uti a) 
i= i=] 


Vi 
0 
SOP ot Ze COME. By aS. 2H 
f a, ere, a, Z, vee y 2 | 
P: | |>0 
Tos Uto Zas Entis 775 nymi 
mH Pr 的 连续 性 ， 当 充分 大 时 ， 有 
a, see, a, ? ， ey t \ 
D, | PT» 


Tos "1.9 Wa Znam t’ Za: 


= 07 » 


从 而 由 克 莱 姆 法 则 知 ，{a}, { 己 } 是 有 界 的 . 
这 样 可 设 
> az bt > baj = 0 ni = luum 


dis COXEDe 2] ERs, H 
一 人 
5 一 2729. _;(@,2) + z;o, (z,*,2;r) 


FR SES, La, n nc" La, gl. UE. 

引 理 3.8 teis,}CS,.[2,6], Ais} Lila b] ARAP 
x roo) MWA sE S,a[a b], (21552) C [a5], Cse) 的 子 列 ,不 
WWR (s) tE s, XE RC Lab Mas ,zi} 的 任何 紧 子 集 上 一 致 
收敛 到 s. 

证 无 妨 设 (s) 的 所 有 结 点 收敛 到 n, coz H 4 二 zo 过 
Rye Kz 24, =. 由 于 对 V La, Bj C Gi zim), Mir 充分 
大 后 ， 5 Its € V» 且 Y 是 哈 尔 子 空间 ， 故 可 设 * 在 Go x 上 
处 处 收敛 到 VY 中 的 一 个 函数 . 这 样 ， 其 极限 定义 了 La, 6] (zi， 
2) 上 的 一 个 函数 s. 补充 定义 s (zi) =s (zi 十 0), (i 二 0，…， D 
下 证 ， SE Sala: b], H i] 在 含 于 La,5 八 (z1,… ,zi} 的 任何 紧 集 
上 一 致 收敛 到 5. PH s 的 定义 知 ,我 们 仅 需 证 明 s CS, Le 5]. 

XIV z,G—1,2, ,人 ), 车 有 mn 个 5, 的 结 点 收 化 到 z;, 则 对 
JE IN 820, 在 [zi_1 十 6,zi+i 一 6] 上 应 用 引 理 3.7 知 .sE 
C” "zi 二 6,zit1 一 6 z 是 ;的 mm Ban. AA mantis s, 的 
结 点 收敛 到 ~ M s; 是 * 的 ”十 1 重 结 点 . sE Saala 5]. 证 毕 . 

定理 3.4 SeLa,bj 在 ZLa,oJC 委 如 委 十 c2) 中 是 近 迫 的 ,县 
HISA KOHT, Sn aLa ,bo 是 逼近 紧 的 . 

下 面 的 定理 说 明 , 若 Je CalLe ,时 , WS ES, le bl FFEA 
SE RU TER PR PUE REOR YT. 

定理 3.5 V jeE C4[a,6], Ps, | JOD Cala bIFS. 

WE HsePs OO. Bos Tet; AMA, Bt, Bs B n 1E 
£5 ISR. 不 妨 设 

C, = e; + 0) — e — 0) > 0 
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其 中 s(Cz) 一 Cz) 一 SCZ)， 再 设 wEV， 使 
ula, ap 一 | ee 


从 而 由 f 一 w 的 连续 性 ， 存 在 o> Offilz—1|<ON, A 
If — u(x) — elt; — 0) «4 
dante) <x) «3 
BAL, d, KE EETEO CH C BE S acuxxb 时 ,有 
Cal — SB) EC rt 
由 于 C 委 Cs: ，Ci 委 2|e|， 故 


6C, [lel 1 
Cc, 7! 
定义 
s(x) = u(x) — AP, j — T) 
其 中 | 
n C,C,ó — C, _ 
ô = sce 47 25,0; — 9,4) 
因 
~ CC {6Cslell" ~ 3lel 
A ZEST? GCC 之 Cp 
故 
A, (1; nu Ô; st} 十 Ò) 之 3lel| 
因 | 
Cf — s); +0) = Cf — so 一 0) +C: 
— (f — u) +C, 
而 
(f — 2G 40 = (F we) + L6 
故 
(f — sa; 4-0) — Cf — s) €t; +0) 


男 一 方面 
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Cf 一 s) (t; 十 Ô) 一 (f 一 ut; 十 à) + Ae, (1; 一 Ó, st; 十 à) 


> et; — 0) — 4C, + 3lel 


| ] 
之 一 lel 一 z hell + 3llel 


3.. 
el 
a 


而 | 
Cf — s); 4- 6) < lel 
故 
Cf 一 s)(t;+ 6) > (f+ 
所 以 存在 zi € (十 人 ) ,使 SCz) 一 5Cz)) 且 
CK — $2 < Cf — STV x € (jr) 
A 
s(x), XE Lt, 一 zi 
s(x), HE 
Wj s, E Sa, pLa 610 Crla.b ]. 


s, Cx) — 


多. (t, 
由 于 id 的 严格 单调 增 函数 ， 故 
< AD, lt — 0,2) «; AO, G; — 0,1) er) < žc, 
对 VY r€ (5;—0, tj) BL. 而 当 r€ (t; t; +0) 时 
1 | 


40 < Ad, (t; — 0,2) 
故 对 Y ZE (0,t;) 有 
(f —) GO ES — 960 ES — we) 6, 


<et — o) + (4 +žjo, 


= &(t; + 0) 
这 样 | 
|f — s(x) | < lell, V rE (t; -一 0 ,1;) 
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M rE (t;, x.) HT 
(f—s»f—00) 


Cf — wu) (Cz) + ra 


=D] lel, VrE€E st) 
对 其 它 不 连续 点 类 似 修正 ， 则 得 存在 9eE Ps, p 站 CrLa,6]. 证 
毕 . | 
注 3. 1 H .JE Cn La, b], 则 可 以 证 明 | Ps, CANCkLabIF 
D. B4 pL piken~p it. EE SECR b] E Ps ON 
C&[a b]= Ø. | 


第 四 节 ”评注 与 参考 文献 


第 一 节 中 ， 在 没有 “ 紧 性 ”条 件 下 ， 非 线性 逼近 的 存在 性 研 
究 儿 乎 没有 . 在 线性 逼近 情形 , Yostca 引 入 了 1 二 球 姓 质 , 并 证 明 


了 子 空间 G AAS REM. NG Bi, 且 投 影 算 子 存在 齐 次 
的 连续 选择 . VE—Ób, Yost VUE THC Æ X Wy M -理想 ， 则 
G 有 1 三 球 性 质 .特别 地 ， 对 某 些 Banach 空间 X, Y, KAFAN 
K(X,Y) 是 有 界线 性 算 子 空间 B(X,Y) 的 M -理想 , 从 而 对 某 些 空 
WX, Y, 解决 了 紧 算 子 允 近 的 存在 性 问题 . 有 关 这 方面 的 研究 可 
Bs Yost 3j Fleming，Jamisont" 及 后 面 的 参考 文献 。、 

允 近 紧 的 概念 首先 由 Efimov, Stechkin551 引 进 ， Breckner H 
广 到 弱 拓 扑 情形 ， 一般 的 非 拓扑 下 的 逼近 紧 的 研究 应 归于 
Deutsch, jx BAYA ZB Deutsch 的 文章 . Uc 

第 二 节 的 结果 基本 上 由 Fitzpatrick? pe. 闲 集 的 距离 函数 
的 可 导 性 及 其 同 副 近 性 质 的 关系 近来 有 不 少 研究 ， 可 参看 Fitz - 
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patrick! Burke, Ferris, Oian I$ Giles"! 及 后 面 的 参考 文献 . 

A= PHAR BU Cela. 5 | PRENFEBARRT 
Walsh”). 4 BME LCa 5] 的 通 近 紧 性 的 结果 则 归于 
Blatter. 广义 指数 和 逼近 的 存在 性 最 初 由 Warner 给 出 ， 
Schmidt 简化 了 Werner 的 证 明 . 关于 这 一 问题 的 另 一 种 不 同 的 
研究 可 见 文 献 L[9j， 这 里 所 取 的 证 明 属 于 Schmidt. K h HA 
. Chebyshev 样 条 函数 通 近 的 存在 性 由 De. Boor’?! #1 Schumaker!!®! 
得 到 . 关于 样 条 函数 代数 基本 定理 则 可 参看 文献 [10] 第 三 节 的 
材料 主要 取 自 Braess 的 专著 
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第 四 章 ，” 非 线性 逼近 的 
唯一 性 理论 — 


EREDE. AX 严格 凸 , UX WE 
Chebyshev 子 集 ， 自 然 的 问题 是 对 什么 样 非 线性 集 也 成 立 上 述 结 
it. 本章 的 第 一 节 将 讨论 这 一 问题 ， 同 时 还 研究 严格 Kolmogrov 
条 件 同 最 佳 逼 近 的 瞧 一 性 的 关系 . 本 章 的 第 二 节 研 究 强 叭 一 性 问 
题 ， 给 出 强 唯 一 性 同 强 Kolmogorov 条 件 的 等 价 性 和 使 其 等 价 的 
集合 G 的 特征 刻 划 . 虽然 ， 众 所 周知 的 在 光滑 性 好 的 空间 ， 不 存 
在 强 唯一 的 最 佳 逼 近 ， 但 在 凸 性 “足够 ”好 的 空间 却 存在 比 强 唯 
一 性 稍 弱 的 广义 强 唯 一 最 佳 逼近 ， 这 一 方面 的 详细 讨论 将 在 第 三 
节 给 出 ， 另 外 ， 在 每 节 的 最 后 都 给 出 了 具体 空间 的 应 用 ， 


第 一 节 E EUCH 唯一 性 
一 、 太 阳 集 逼近 的 唯一 性 


为 保证 最 佳 逼近 的 唯一 性 ,我 们 一 般 要 求 空间 有 具有 某 种 凸 性 . 
下 面 引 入 局 部 的 严格 如 性 概念 . 

定义 1. 1 设 GCX， WEY xpr; X, ES |= lle f , zi 十 zz| 
=| l+ læ 2 EG 一 G 之 zj 二 +2, 则 称 关 关于 G BPR. 

RA. X 严格 上 同志 对 任何 GCX，X KFC IMA. 
| 定理 1.1 设 GCX,X 关 于 G 是 严格 凸 , dp G 是 太阳 集 ， 则 

G 是 半 Chebyshev FÆ. 

证 YY xXEX, 不 妨 设 TEG,XIY gosg E Pelr), Sry 2r 

£o» WU pl 
Zo — Boll S to — ill = lle — £o +z — gi 
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BUAELEZLJNEE LII p————— "m . MEN 


<le - gil + lix — g i 


= 2lx — gd = lro — goll 
得 | 
| 1 | 
Ix — gol = lz -al = E lz — Bo tx gl 
ifti 


(£ — gy) — (x o— gi) 8,1— gy € G — Gs, 
故 go—g, BPPc (GG 至 多 是 单 点 集 ， 证 毕 . 

HEROS 虽然 ,X 中 每 个 凸 子 集 是 半 Chebyshev FEX 产 
格 凸 , 但 G 是 半 Chebyshev 子 集 并 不 导致 X 关于 G 严格 凸 . 一 个 
极 器 的 反例 , E X 中 的 任何 开 子 集 是 半 Chebyshev FÆ, 但 XX 可 
以 没有 任何 凸 性 ， 下面 将 说 明 ，G 是 Chebyshev 子 集 也 不 能 推出 
XRG 是 严格 西 ， 为 此 ， 我 们 给 出 下 述 命题 

命题 I. i 设 6G 是 XX 的 子 空间 , Wm x XTGEnexdwm 

的 每 个 一 维 子 空间 是 Chebyshev 子 空间 . 

证 “一 ”由 定理 1. 1 立即 可 得 


«—? 


EX 关于 CARPE, Mi FETE g AEX Iell=llall= 
Slle+all= l.g—-h€G—G.g—hs0. 4 


G, 一 — span{g — h} 
W| GEG .dimG,=1. W r=—h, FRE 


lo.g — hit — h) |C Pol) 


首先 ， Blac” ES 使 
ze 一 人 | 一 | 一 二 一刀 | 
BJ 
/ 1l fo. e 
z(-ieen]-| EI 
故 


: JO5 * 


g th 


r'(—g)—zx'(—h)—zrx'|— 2 j71 

从 而 
xr'(g—h)-—0 
故 | 
r'(g)-—0, VzZEG, 

由 特征 定理 知 ， 5 (gE Pa Gi 

de-ol-i-lz—5G-m0l-1 

Ir-«-»l-I-add-1-|z-$6-»| - 


[54 
long — sole — h) C Po GO 


与 Co 是 Chebyshev EF JA. WEHE. 

Gili. 1 wG Fz CrO) 中 的 n 维 哈 尔 子 空间 ,n2z22 , Nil G 是 
Cr(2) BI Chebyshev 子 集 , 但 XX 关于 G 不 严格 凸 . 事实 上 , 因 a> 
2, 从 而 存在 go EG, {E Z go) 天 中. 这 样 »>Go=span{ gob RHE CRD 
的 Chebyshev 子 空间 ,出 命 题 1.1 知 ,Ca(2) 关 于 C AM 5. 

定义 1.2 设 CGCXK,zEXNC,8goEC, 寿 

T(z — gg — go) <0, Vg € G\ bg} 
WWE Cs MR Pls Papini 条 件 

FEREKA T EREB Papini 条 件 刻 划 . 

定理 1.2 UG dE X 中 的 太阳 集 ，z 和 EXNGC,PcGz) 和 天台, 则 8 
是 Pc GO EB EBD e (2 ,go) 满 足 严 格 Papini 条 件 . 

证 由 于 Y gE€G\igo) 

lz — goll < lx — el 
故 mE 
max Rer* (g — g) <0, VgEG 


x CE g - 
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r( 六 一 gg 一 gj)<< 0YgECNCgo 

故 必要 性 成 立 ， 下 证 充分 性 ， 

Ri, eS x 的 唯一 最 佳 逼 近 ， 从 而 由 Pee) AOR, F 
在 gEPc(x). H Kolmogorov 特征 定理 知 

max 下 ez (gl — go) 20 
r^ EE, g 
Bp 
TX — 81:81 — Bo) 20 

与 (zy*go) 满 足 严格 Papini RHPA JB. 证 毕 . 

定理 1. 2 的 必要 性 对 任何 集 C 均 成 立 . 这 样 我 们 有 

推论 1.1 设 C 是 和 中 的 强 正则 集 ， xE XNG,gs €G Mj go 是 
x AME — Be Holl ure Gg EJ Xr Papini 条 件 . 

证 ”由 于 (z,so) 满 足 严 格 Papini 2&fF lix Ges go) HAE Papini 
条 件 , 从 而 go€ Pclx) ,这样 由 定理 1. 2 知 ， 推 论 成 立 ， 证 毕 . 

推论 1.2 设 CG 是 内 积 空间 的 太阳 集 , -EX\G, goEG, W go 
€ Pcr) => (a, gy) 满足 严格 Papini 条 件 . 

证 ”充分 性 由 第 二 章 定 理 3. 3 可 得 . 下 证 必要 性 . 由 于 内 积 空 
间 是 严格 凸 空间 , 从 而 CG 是 半 Chebyshev FÆ, ML go € Po Go) 必 
E r 的 唯一 最 佳 逼 近 .， 故 推论 成 立 ， 证 毕 . 
| 推论 13 设 G i Cr) PHAR, / € CA&CODNG, g, € C, 

则 gokt f BEREE Cf so) 满足 严格 Papini 条 件 . 


Z., WE— PEC Ss RE Kolmogorov 条 件 


定义 13.3 EGCX xe XG. 20EG. F 
max Rex*(g,- 2) >0, Ve C GN) 


x^ EEs 
MERC Bo) ME Kolmogorov 条 件 . 
命题 1.2 设 GCX,zEXNG,goEG, 若 (z,go) 满 足 严 格 Kol- 
mogorov 条 件 , 则 go 是 x 的 唯一 最 佳 逼 近 . 
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证 VEG oo) FREE x" € E, , B 
Rer'(gQ;,—g)20 
从 而 
lz — gl = Rer* (r — gi) < Rex' (a — g) < lx g] 
BX go 是 工 的 唯一 最 佳 通 近 ， 证 毕 . | 

定义 1.4 i$ GC X.g,€ G,.Z?V TLE X.g,€ PcCGx)-» god x 
AME — fe HoaBur. NUR go 是 C 的 唯一 性 元 

推论 1.4 R GCX.g.CG. BWV xCXNG.go € Por) 
(zygo) 满 足 严格 Kolmogorov 条 件 ， 则 go 是 G 的 唯一 性 元 . 

注 1.2 ”一 般 地 ， 推 论 1. AZ Y. 事实 上 , AX BP 
fey, 光滑 空间 ，C 是 X KATZE. WV EG. g ÆG 的 唯一 
性 元 ,但 对 Y xEX\G,(z,go) 都 不 满足 严格 Kolmogorov 条 件 . 但 
若 G 是 凸 集 ， 则 严格 Kolmogorov 条 件 可 能 成 立 

例 1.2 X=R’,G=B,WY cEX\G, Po DBR, AF 
ZoE Pola) Wi Cc, go S PERS Kolmogorov 和 条件. | 

下 面 考虑 CA GOD) fI LC) Ye Kolmogorov #44. 这 里 设 
LCGO FERS M). 

定理 1.3 设 G 是 Cr(9) 中 的 太阳 集 ， go€EG， 则 下 述 论断 等 
价 : 

D go 是 G 的 唯一 性 元 ; 

ii) V f€ CaS(4DNG, go € Pc Cx) = Fogo) WIE PERS Kol- 
mogorov 条 件 . 

证 ii) >i) 由 推论 1. 4 可 得 . 下 证 说 >>ii). 反 设 ii) TUS 
则 存在 ECRCOD)NG，goG PP) geG 使 


max sgnCf — go) (4) (gy — g(t) <0 
: Í— go 


由 G 是 太阳 集 知 
Dax sgnCf — gy (4) (go — g)000 = 0 


EN e 


N = Aen N Zle g) ED 


第 二 章 引 埋 4. 1 知 ，C 在 go 处 有 符号 相 容 性 ， 这 样 ， 存 在 LEG 
(g. 一 gy) ()sen(f — g) a) 20, Vt € N 


(gg; — g)\(@)sen(f — gt) 20, YEN 
由 连续 性 ， 和 存在 2 六 中 的 相对 开 集 乙 . NCU Ceo fii 
(gz, ~ gd@)sgen(f — g)@)>0, Vr cU' 
”因此 ， 对 满足 NCUCU 的 相对 开 集 U0， 由 G 是 太阳 集 GUVA 
弱 中 间 性 质 ) Al 存在 gn CG, |g — gli 0 使 
(gi — 2@ig, —g)00 250, YEU 
Mit, YEU 
(g, — gy) sgn — go) 
= (g — g)(DsgnCf — go) CO + Cg — go) Osga lf — go) 
= (gı ~ g)@)sgn (f 一 go) G) 
= (g, — g)(t)sgn(g — go)(t) > 0 
AA, H3 V=O;-,,\U BAR, H 
(g —g, )@)sen(f—g)M>0, YEV 
MAR 充分 大 时 ， 有 | 
(g, — Bo) (t)sen(f — g(D 2720, VEV 
这 样 ， 当 下 充分 大 时 ， 
min (gi — Zo) sgal f — g,)(t) > 0 


(€ p e 
与 (f ,go) 满 足 Kolmogorov ZFF- iB. 证 毕 . 
定理 1.4 CELO 中 的 子 集 ，goEG， 则 下 述 论断 等 价 
D go 古书 的 太阳 点 和 了 唯一 性 元 ; 
11) Y f€ LGONG, go € Pg; Cf) &» (f, eo 满足 严格 Kol- 
mogorov 条 件 . | 
证 ”由 推论 1.4 及 第 二 章 定 理 2.1 知 ，i) 9D. 下 证 让 ib. 
AW. (F520) aE Pe Kolmogorov ipe 
| (g — go) ()sgn(f — g,)@du 


J a zG- gy 
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<| IG — go (Ojo Y g € Cle). 
ZU 一 50) 


反 设 存在 gEG\{go}， 使 


a) (g, 一 go) (sens — gy) (tdg 


E 
>| ee Olay 
ZG — gg) 


Big € Pe(f)，Bgo 是 太阳 点 ， 故 


b) (g — go) (DsgnCf — gy) (dp 


NM 
«| — I -200lde Vg EG 
2(f-8,)) | 

定义 | 


fo QD 
_ | | Cg, 一 Zo) Ct) Isgn Cf mm Zo) t) + go GOD, V i € ANZ (f — Zo) 


emt 


FAON) tE Zo — go) 
则 | 
df» — goll = K Cf — go) t) |dz 
= | IG — Bo) G) [dz 
RZ f-g,) 
Ifo 一 gl- | If@) — g@) |dz 
n 


— | | {Ger — go) O |sgnCf — go) (t) 
| MES- g) E | 


^ 


+ go -aO|da | leo Olde 


>| Le — £0) | (OsgnCf 一 Zo) CD) 
INZCÉ—g,) 


十 《go — gx Jsen(f — go) (dp 
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+] dG Olde 
Z(f — go) 


"n Gn 一 Go) (E) lau 


十 N , (go — g)DsgnCf — g) dy 
UU — gg? 
MMC LE 
之 [8 — Bo) O) |dp 
£NZCG go0) 
= ISo D Zoll 
故 go€ Pc (fo). A gokeC 的 唯一 性 元 ， 所 以 go 是 fo 的 唯一 最 佳 


XR. 将 8 一 8 代入 b)， 由 a) 则 得 
Fo 一 &il 


一 | | 1 (er — go) (©) lsgn(f — go) (2) 
INZC — go) 
+ Gs — 20€ |da + | | Ces — g) 00 |dpz 
Zf- eg) | 
=Í E| Cg — ga) (2 
MZ gy) 
+ (go — g) sgn lf — g) A) jdu 
+ | (sgo — £0 OD ld 


= (C — go0) (OD dy 
INZCÉ— gy) ' 


= fo — Zoll ' 
BP gi € Pelos 与 &o 是 唯一 最 佳 逼 近 了 矛盾 . ur. 
推论 L 5 BEG ECR) 或 L(x) 中 的 子 集 , 则 下 述 论断 等 
fr: | | 
i) G 是 半 Chebyshev KPH; | 
i) V fE€ CODE LGO,f€G,gy€G,Wij g € PcCÉ e 
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(f 80) WE JURE Kolmogorov 条 件 . 
=. A BERR BG HE — PE 


RP, OHC 上 的 有 限 维 子 空间 
R= RP,Q) = {p/p € Pog € 2,q0) > 0, t € N) 

下 面 讨 论 用 和 普通 有 理 函 数 集 Am, FE CRD) AL, GO "Pil yr BS 
唯一 性 . | 

对 于 A AM VO. E CACOD. PANIIT, HO RARA 
错 定 理 的 讨论 ， 立 即 得 到 下 面 的 结 采 . 

定理 1.5 rEZ, ÉG =P+rQ in=n, 维 哈 尔 子 空 
|a], 则 ro 是 A 的 唯一 性 元 , 且 对 V f£ € CAD NAE ro E€ Pa CO 
Cf sro) Hi AE RS Kolmogorov 条 件 . 

推论 1.6 Znani Cerla, bj 中 的 Chebyshev FÆ, HY ro EE 
R mns f € CaLa s] NAE ur; E Pa, Cf) => (f ,ro) 满 足 严 格 Kol- 
mogorov 2& £F. | 

对 于 Rna E Lela, b] 中 的 逼近 唯一 性 ， 则 要 复杂 得 多 ， 为 
给 出 Bante Lyla, 6] 中 “相当 ”不 趴 一 性 , 我 们 引入 下 面 的 集合 . 
Xpress. 


存在 L0,;1j 到 Aan 的 连续 映 
M, 一 CR 2 二 Llad]: p r @) » fi lir @ — r — tg | 
—o(,G-—0) 


则 易 验 证 M. 是 以 0 为 顶点 的 正 锥 〈 一 般 地 ，C. 农 。, 称 Bin FE n 处 
的 切 锥 ， 在 第 七 章 中 ， 我 们 将 再 次 研究 它 ). 

引 理 1.1 V f/€L,[a,b],r€ Pa, CO, MOE Pu Cf—7) 

证 ROE Py (f—r), MAE gc M, 使 

m Wf —r—gl «Wf - rl 
Ar r(t) L0,11]— 2,,,, fil 
lxG)—r-—tgl-2o(Q2,G--0 

则 
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|f — rGD s df r tell + llre — r— tgli 
= |a >H —72-ctG —r-— gi 40) 
x O-—2D0LÉ-—rl-1iulf-—r-£l3ot) 
-—qf-—rl-ctUf-—r-—gl—lf£-—riDd o0» 
«qa — rl, U t —> O 时 
与 rE Pa CO. TEE. 
引 理 1.2 Bip. fel, La EIN rE Pa, sa C» Di 
T MEN 
证 ARdr€s46 u.a. FRSA KEW FB. 
D 我 们 证 明 ，0E€ Pe(f 一 r+)， 其 中 
G = COM, 
事实 上 , 由 引 理 1. 2 知 , 0€ Py (f—r). 由 于 M. 是 以 0 为 顶点 
的 锥 ， 故 0 是 M, 的 太阳 点 .从 而 由 特征 定理 知 
| If — DG l^"sgn(f — 200 — 4) (du > 0 
Vr,€ M, 
故 
M IE — r) (0) |P sgn f — r) O — ro @du z 0, 
Vr,cc 
从 而 ，0 EPc(f 一 


11) G Æ Lla b ] rp gg. 
V SEL, la,b1.V >00, ERM perm, 使 


If — pll<se 
HO I 充分 小 ， 使 


l/a — fl <e 
3p = [1 04r). 2/2 分 解 成 
: 1 
/9 B 21. 1 + t,t 
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Al. p/qE COCZ D. B COCA, E Lila .5 | PR. 
由 于 r= po/qo€ £,-,, MY a,aE[L0,1] 
po tal + E77» 
qo 
Barras; € Me MT COTR, CG. iff CO Ro E Lp eb 
B.M G iE L,L0, 1 | PRR. 
i) Hi) A, del f—r)=0, H DAL 0€ PSr) i f=r. 
矛盾 . 证 毕 . mE 
定理 1.6 I< po m0 nl, En Lla b IPH — 
个 关 十 2 维 子 空间 . Xp Enr Rmn 0}, WEE FE En fili S E 
RB an HESA WABERI. 
为 证 定理 1.7， 我 们 需要 下 面 Borsuk 引 理 ， 
引 理 1.3  (Borsuk(1933,[7 DO it E, Æ n BRUSH, FE 
E, 的 单位 球面 5,_1 到 R” 的 连续 映射 . EP LAH, BFO) = 
一 了 (ZX),Y x€ Si1; 则 存在 XoES,_1 使 F(zo) 二 0. 
定理 1. 7 之 证 有 明 ; + 
Smti 一 {f € Emte: IA = ]) 
EY 了 EEntz， Pa, CO REBATE. 则 由 An AEL, Lad] 中 逼近 紧 
Al, BREF P—Pa i: 5.407. RYEZRH). ATV JE Snap 
PCPA) € Z, NTZ, int PRB 
Pf) =r=p/q, — gl —1 
AE BRIO: An INTE, Luc; RT 
Dlr) = (a,,-,a,) € R"' 


其 中 = p/p = Diar lel. = 1. 则 多 是 连续 的 . 再 定义 复合 
BER E: Sma > R”T, 


€ Rain 


| F=@®-pP 
MZ UE F 是 连续 的 奇 映 射 ， 从 而 由 引 理 1. 4 知 , 存在 /ES。r， 使 
F (f = 0. 8 PCS.) —0. Fd. WEE- 
推论 1. 7 Wl«p«oo,Z, E L, Lab] 中 不 是 Chebysbev 子 
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集 . 

注 1.3 ”定理 1.7 所 给 信息 比 推论 1. 7 多 得 多 . 若 仅 要 说 明 ， 
ETE L,|a TJ 中 不 是 Chebyshev 子 集 ， 也 可 利用 第 五 章 中 的 结 
果 来 得 到 ， 即 一 致 凸 空间 中 的 逼近 紧 Chebyshev Rhin. fE 
样 的 原因 ， 广 义 指 数 和 函数 类 E,， 自 由 节点 样 条 函数 类 在 Li [a 
b] 中 都 不 是 Chebyshev f£. 

注 1.4 4 p—1,.5£,,— M84 t J& Chebyshev FH. PXE. 
众所周知 (第 一 章 定理 4. 10), 对 任何 有 限 维 子 空间 G,G E Lla. 
b] 上 部 不 是 Chebyshev FÆ. 

注 i. 5 4 p= lit, PRERE Ps, CD C V5, NE, ua fA 
d Pa QC Rona\Rm-z.n-2: 事实 上 , 若 7o 二 po/qo€E Rma- H 
mE Pa CGI) ， 则 适当 地 选取 e>0, 070, x, € [a,b] 可 使 


€ 
|^" ee el V - nd 
5 r € Pa C) 矛盾 . 下 面 的 例 说 明 Pa, OC RR WIE 
m. 
例 1.3 f/€L[—1.1] 定义 为 


] 
—. 2 ， x -一 
f) -4 Ax’ + 1 | x | 7 
0， EÈ 
pij Pa. Cf) =(), 
事实 上 ,VY rE Rs，|r| 是 凸 函数 ， 故 
| aldas, Eldy 
v e ey zalar *1 
从 而 


for | olde- rcolar 
" IS <? 


x| lr] 


+h rolean 
PESEIJES! 


>| feda If — oll 
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KOE Pa O HARE Pa, CO —0. EDI Pa, OCR ao 
第 二 节 REI ee 
一 、 强 Kolmogarov 条 件 与 强 太 阳 集 


定义 2.1 ibGCX,zx€XNG.g,€G. BERR E = k(x) 
> 0 使 
max Rer* (g, — g) È klgo— gl; Vee G 


< EEr g, 
则 称 Cx.g MÆR Kolmogorov 条 件 . 
注 2.1 显然 ,(z,go) WER Kolmogorov 2& fF &—» FEB 
r kR=k( x) > Off 
TLT ZB — 8) Z2 Allg; - 8l Vec 
i2.2 Æ Gea) 满足 严格 Kolmogorov 条 件 ， 且 


Teel? € G\go} | 


是 紧 的 ， 则 Cx.gj 满足 强 Kolmogorov 条 件 . 

下 面 的 命题 给 出 了 强 Kolmogorov 条 件 的 几何 意义 ， 我 们 先 
xE X. HIER BO, a 一 gol) 在 zx 一 go 处 的 文 撑 锥 为 

K,-,, = (y € XiRez' ky) < lx — gol V x" € Erg) 

命题 2.1 GOX, rEX\G, g,€G. Mil Goog) 满足 强 Kol- 
mogorov 条 件 < 二 集合 | 
Kz, N Con(g, — G) 
4 RL, Hp Cong, — G) 是 由 go 一 G 生成 的 锥 . 

iE “>” 

i k=kCx) hi | 
max Rex'(g,-— g)-k|lgo,— gl. Vg€OG. 


z* CE, ro 
下 面 将 证 明 
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Tt ee oe e n eM e : a O E E E E AAEE OO E E E a 


Ki, 1 Con (go m G) C BO, [x mm gol/&) 


事实 上 ， 反 设 存在 a>>0, gEG 使 <(go。 — 2) € Ko. 但 
lelg 一 8 川 之 | 一 So 


则 
sup Rer'[a(g, 一 g)] =a sup Rex'(g,— g) 
r^ EEn zt € E, g, 
= akllgo — g| 
> Ila — goi 
tj alg, — g) € K a-e EST 
因 存 在 C>0 使 


a Con Cg, 一 G) C C B(0,c) 


K.-z, 


则 Y g€GN í £o) 
" — £)c K s A Con(g, -一 G) 


| go zi 
而 
Cc(go g) | “ye 
一 一 一 € Con(g, — G) 
Zo — g | 
故 
(Bo — He 
— € K,. 
lg — gil e Eo 
从 而 
. . * c (go 2| — EN | 
PME gi) |* El 
WA k=|lr—goll/c WW 
max Rer” (g; — g) 之 > RI Bo — gil. Vgcc 
X EE, -go 
WEHE. 
定义 2.2 GEX, r€ XNG, go € PcGz)， 行 存在 常数 T> 
0 使 


lz — gli zlx-—szol-^rlg —gl» Vg€ 
. ]ł7: 


则 称 zu 是 = 的 强 唯一 最 佳 通 近 . 其 中 使 上 式 成 立 的 最 大 常数 称 为 
x 的 强 唯一 常数 ， 记 为 >(z) ， 邵 


IE gl lla £oll 
fy ou Bon. 
r(x) = in j N :Vg € GN (gi) 


车 对 Y r E X,r(x) > 0, WEG ÆR Chebyshev 子 集 . REH 
EG, WH ri) =1. | 
作为 强 唯 一 性 定义 的 一 个 直接 推论 ， 我 们 有 最 佳 逼近 算 子 的 
Lipschitz 连续 性 . 
定义 2.3 REX, É Polt) 是 单 点 集 ， HFE Xo 的 一 个 
邻 域 U (zo,6) ,使 Y rE UC, OF Pox) Ap, H 
sup Pero) — gl x Lle — zol 


g€ PoC 

则 ——— 其 中 大 是 仅 与 xx 有 关 的 常数 . 

命题 2.2 GEER, rW RER EREK 
Pc(r) 在 zo 处 是 Lipschitz 连续 的 . 

证 由 于 Pclzo) 是 zo 的 强 唯一 最 佳 逼 近 ， 故 

zo — gl = lro — Pelao) fl + r(x) lg — Pelz, 
| VgeG 
fi Y g E Pel) 
| le — gil < jz — PcG,) | 
S lle — zoll + lro — Ps Ga) ll 


故 
lg — PsGe ll x 1/r Cz) [lzo — gl — Ho — PeCe M 
< alle — xo} + lz — gll — zo — Pola) I 
x 2/r xg) lx 一 zoll . 

因此 


sup ,lg — Pelzo) x 2/r Ceo iz — xl 


ge P 
BB Po E r= UR Lipschitz 连续 ， 证 毕 . 
命题 2.3 设 GCX, xE€X\G, goEG. E Gg) Wi ER Kol- 
* ]18* ` . . 


mogorov 条 件 ， 则 go 是 z Bre E — ECHOS XD. A 


r(x) Sinf{ max Rer*(g,— g): g © G.;lg — goll = 1} 
zr"'cE 


证 由 于 YVgEG，lg 一 gol=1 有 
\lz-— gll — ilz 一 go 之 max Rex'G — g) — lx — gull 
一 max Rez* (go 一 g) 
x" EE, g, 
SC. 
r(x) = inf 人 lz — gll — lx — illis € Glg — gi = 1 
z inf { max Rez“ (go — g):8 € G,lg — gl = 1) 


故 命题 成 立 ， 证 毕 . 
| 为 研究 其 逆 命 题 ”我 们 引入 下 述 概念 : 
定义 2.3 设 GCX，goEG， 若 V zEX，go 是 z 的 强 唯 -一 的 
EGE SP B go 是 ze M— BURMA EIT» Bint r(x.) >0, 则 
称 go 是 C 的 强 太阳 斥 ， 其 中 z.7— arg) go BX 中 每 一 点 都 
EG 的 强 太 阳 点 ， 则 称 G 是 强 太 阳 集 . 
注 2. 3 ”由 于 当 0 一 “<1 时 


lx. — gl zm le — el — Iz — xl 
> lz — gol — le — xl + riz — gol 
= |lz, — geli +r) ig — Boll 
故 | 
r(xr)Zr(x), O<esgl 
因此 


inf r(z,) > 0&— infr (x.) —0 
命题 2.4 GCX, g,€G, Wi g Jé 5 HRAM RSV TEX 
\G, Xi Soke x 的 强 唯 一 最 佳 通 近 ， WW FE LE o> Of 
la—glSie—eltele-el, Ve € Uleoe] 
证 RN. 


: lig. 


由 于 go 是 G 的 强 太 阳 点 ， 从 而 < = inir(z, )20,HX*XIVOx 


Q « OO 


Ize — gh S lee — gl + elles — el V g € G 
即 


| 一 [一 ja 


uu | mM |^ vaec. 
所 以 


iz c7 gla || x m PT 十 ciz E gll; V g € Y Lgog] 
HV gcG, LF go acl 
Ita — &ll — lira — gol 
lg — goll | 
|o E l 1 od | 
_ sell eunt 
o7 [=] "E 7 
| ajo T Ge Bt 
zc 
故 


BB go 是 G 的 强 太阳 点 . i. 
+ BEEBE AY RHE — HE 


定理 2.1 设 GCX，goEG， 则 下 述 两 论断 等 价 : 
D goie G 的 强 太 阳 点 ; 


ii) V x€ XNG, gol x HJER ME — RUSTE Cgo MEN 
Kolmogorov 条 件 . 


We id= il): 
V cE XNG, G godé x MRE — fg [tik yr. Whi) Bei 2. 4 
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"Hl. FAE c>, IV 1224250. g€ GG. Æ 
lx — go + tlg — g)1] Ze dx — gll + etllgo — gl 


D 
T (x 一 Zorgo 一 g) 
— lim lx 一 So Ttg, — gi — lix 一 go!l 
1—0+ £ 
= cjg — goll 
Ait 
max Rer'C(g,— g)2clg — g^ VgC€C 
£ 和 
BD ii) 成 立 . 
11 )—»1i). 
YzEX， 不 妨 设 zx<G,， 若 go 是 的 强 唯一 最 佳 逼 近 ， 则 由 
11) 知 ] 
inf( max Rez'(g,-- g)/lg — goll:g € G\igo} }> 0 
T” EEr g 
由 于 
PE， Ya>l 
x 
r(x,) int{ max Rez'(g,— g)/le — gol:g € G\fgy}} 
MEL 
>Q 


从 而 gÈ z 的 一 致 强 唯 -- 最 佳 逼近 ， 证 毕 . 
推论 2.1 设 GCX， 则 下 述 论断 等 价 : 
DC 是 强 太阳 集 ; | 

i0 V c€ XNG. go € Gi guo x B] SR PE — RIEBE Crue 满 
是 强 Kolmogorov & fA. 

注 2. 4 fi G 是 强 太 阳 集 ， HX IR Chebyshev 集 ， jii G 必 是 
太阳 . 男 一 方面 ， 由 命题 2. 4 知 ， 若 C 是 西 集 ， 则 C 是 强 太 阳 集 . 
下 面 给 出 一 个 非 凸 的 强 太阳 集 . 

例 2. 1 i X=, By 


G={(z,y); Ix|2 + MEESU 
则 可 以 证 明 ,V SE XNG. FE go € Pc CI , hj 
Ks N Con(g, — G) 
有 界 , 故 G 是 强 太阳 集 ， 同 时 C 又 是 强 Chebyshev 集 ， 当然 G 是 
太阳 集 . 

法 2.5 虽然 对 光滑 空间 中 的 线性 子 空间 G,x€X\G, 则 zz 不 
存在 强 唯 一 的 最 佳 逼 近 . 但 若 G E SE. 则 存在 xEX\G, fli x 的 
最 佳 逼 近 是 强 唯 一 的 . 

82.2 Uu X-—R',E 

G-(G.: [zi + lyl <1} 
go (1,0), f= (2,0) , WH WIE, K -e Con leoi OAR > Mh g。 
是 SAY ORME REN. 

注意 ,G 不 是 强 Chebyshev 子 集 ,如 go 一 | 3] S= AD, 
则 goE€E Pc( 六 ,go 不 是 上 的 强 唯一 最 佳 通 近 . 更 一 般 地 , 我 们 有 下 
面 的 事实 | | | 

定理 2.2 KG 是 实 光 滑 空间 元 中 的 财 凸 集 ，goEC 是 G 的 
光滑 点 ， 即 存在 唯一 的 zx EBr (go) —max r*(g), WIV r€ 
XX\G，&go 必 不 是 工 的 强 唯一 最 佳 通过 . 

证 因 go 是 光滑 点 ， 则 可 设 ze CB 是 满足 

Zp (Lo) = max xe g) 
B5 HE — £x PEYZ PR. V r€XNG, AUS go 全 Pe (x). 由 G P. X 光 
BAL ffiEMÉ— r" EEH 

r'(go—g)zovgec 
Bn 
| x* (go) = max z“ (g) 
Ma =z. BU 
Koe = (y € Xir OD <S lx — goll} 

由 分 离 性 定理 易 证 
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Con(g, — G) D iy € Xr Cy) > 0} 
故 集 合 
K,_,, N Cong, — G) 
无 界 . 从 而 Csgo) 不 满足 强 Kolmogorov RAF, go 不 是 xz 的 强 唯 
—He iit. ubt. 


=. A H pR BOB VT AY oR ME FE 


WP, QA CrQ) 1 PA BRE 2x18. 为 给 出 / € CA GOD Hl 
A= FCP OQ) PIRRE — FEE TE. 我 们 需要 下 面 的 引 理 : 
引 理 2.1 Wri cz 
dim(P + r* Q) =dimP + dimQ — 1 
4i pCP.qC€Q, WE 
| loll + Mall = let + Hal 
LE) r'q4(0),9400250, YVERN 
则 p—p'. q=q". 
证 ”无 妨 设 一 关 0， 因 p=r'q, W 
pe€r'Q,. Pp Er*Q 


由 
dim(P + r*Q) = dimP + dim(r*Q) — dim(P f i^ Q 
= dimP + dimQ — dim(P f) r*Q) 
得 
dim(P Nr*Q)=1 
从 而 


p=ap’, q = aq’ 
故 p=p*. qeq'. iH. 
定理 2.3 设 r'—p'/q'C 4X, fEC(D.F 
(P + r* Q) = dimP + dimQ — 1 
Hr'€ Pa), Wr’ S HERA. Hep 
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7(G) = max{dimM,M 是 G 的 险 尔 子 空间 } 
证 AW SER, BR BS HREM. inu 
FECRQ AA. 


Ha F lirt} 
Lf — 7 — Wf r a] 
ar 
故我 们 只 需 证 明 | 
inf max sgn(f — r*)() Man Tie) 
t€, vn lir un r || 


rtc Z , |r| <M}>0 | 
其 中 M 是 某 个 充分 大 的 正 数 . 由 于 G,.* = 二 =P 十 r*Q 是 哈 尔 子 空间 . 
这 样 由 定理 1. H 
c = inf { max sgn(f —r*)(Dg GgE G, gl] = 1} 
t€ 0, i» . 
=> 0 
由 于 对 Y PI 


max sgn(f — r* (0D (r* — r)(0D Se _llar* — ell 


Eos Fr 2 hal 
故我 们 仅 需 证 明 
: lar" — pl — J 
tiere 7T P E Flr MI> 0 


反 设 存在 A lr dM, E 


lor" — pall 
[AI 


O 
^U | | 
lal + lel = lle" + le" ll 
qe > Qos Pr > Po 
由 于 ir Ques Xp. Mam 
lg" — Poll = limlar — pall = 0 
由 引 理 2. LI 
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H Hoon MD se anii oat opea Tht me o AAA e a a ae E uea i MET e quema 


qo = sbo F P" 

因此 
gar" — Pell > 1 E | 1 
iol 7T jo te 
矛盾 ， 证 毕 . 

推论 2.2 dr © Pal fo FF 

) n(P + r'Q) = dimP + dimQ — 1 
Wj Pa Cf) d fF Abi Lipschitz 连续 的 : 

证 ”出 命题 2. 2， 我 们 只 需 证 明 ， 存 在 fo 的 一 个 领域 Ufo): 
使 对 Y SEUS) Pa PAA. 

dep Alp tia i=l W 

€ = l infq* @® > 0 
2 n 
由 可 理 2. 140. TEXE 0790. fle r— p/g € 96. Ib l+iell=1Alir— 
r` li «6 时 ， 有 la 一 gq | «e. 事实 上 ， 反 设 存在 r= pil qa € A » 使 
PAESMESPEL SLM fAilga—q’ lee Wl RTE, 不 妨 设 
Pi Po: de > qo 
Bd rnor i porq 从 而 由 引 理 2. 1 知 ; Bob. 02-—4 ， 玫 
ja. v | 
J €) = (f € CaM all Poll < lr 


其 中 CA) 是 了 的 强 唯一 常数 ， 由 命题 2. 2 知 ， 若 rE 了 a 人 人)， 则 
dez <2/7Sollf — foli < 

令 

G= r ER, Ir—-r' le 
WY fEUSIE ds, UO —da CO. 这 样 ， 对 Y r=p/qek, BR 
iplt+igl=1, WA 

G,C (p/qip € P.q € QIPI + liall = 1» 
g(t) Se,Vt € 2) 
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故 C, 是 紧 的 . 由 此 即 得 Po, 00 AD, ARY f € US). Pa CO 
= Po ( 门 + D. 证 毕 . | 

XT i A ea ROB. RITA FREE. 

定理 2.4 BSE Cala b N Ennor" =p" /[q' EPa, (fo). E 
王 不 可 约 , 则 下 述 论 断 等 价 ， 

D r'J& 几 的 强 唯一 最 佳 逼 近 ; 

ii) Pa DE fo 处 是 连续 的 ; 

iii) min{n — ay* m — Op*} =O 

证 ”由 第 二 章 命题 4 5 的 证 明知 

(t, H r'7,) = dimz, + dimz, — 1 


min(zn — dg" ,m — dp*} —0 
EH E2. 33r BDAB iD. 而 让 这 ii 由 命题 2. 2 或 推论 2. 2 可 得 . 
下 证 ii =>iii). 
令 
d(r*) = min{n —3g*,m —29p') | 

我 们 只 需 证 明 ， 车 4Cr* ) 关 0, 则 Pa (SE 及 处 不 连续 . 此 时 ， 
Rant” MARR ns = 二 m 十 n 十 1 一 dr*). 下 面 分 三 种 情形 来 考 
IB. 

a) B fo—r* BA m+n+2—k 次 Chebyshev 交错 ,其 中 0 二 
kd (r" )， 容 易 证 明 ， 在 rr* 的 任何 邻 域内 均 存 在 rE€ RAN 
SE, pas 定义 

f foc rr") 
由 于 f 一 r= 一 +r" ， 故 /一 r BRA mtnt2-—k<m+n42 
次 Chebyshev 交错 ， 故 rE Pa COO. 从 而 存在 LE Rant rE 
Pa (D. B 

If — rl « f — ri 
sgnCf —r)000, 00020, Vie Re 
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E 
sgn(f, —r'0(DGr, mr >0, Nf € D, 
所 以 ru —r 至 少 有 区 十 n 十 1 一 & PER, ATTE n RAO n men 
十 1 一 有 &. Hn€ Pa, (有 ) 知 ,f 一 ri 至 少 有 又 十 nn 十 2 一 (一 1) 次 
Chebyshev 交错 . 由 此 必得 
了 一 门户 太一 一 (r--r') 
E f£ fo PR DE Soh A ERE. 
b) 设 太一 一至 少 有 和 十 2 十 2 次 Chebyshev 2248: 
ty «t < s.s < Em+nt29 bi c Ng yt -一 IPELL +771 十 71 十 2 
Ha. XE. dba 0. b—1. BM 
L Cf —r*)000 之 0 
,一 1 (fy —r»(0 «0 
MEE CO), fi | 
Gyr m- url Vee [0,6] 


定义 
| Q2. 1. 
hit) = $1 E 
? o_a ual li 2.1 
ht) = mn tee tt zl 
fi = fo — hi; ry r' —h, 
其 中 


a =— Sf, -r'l/2la^ Wk = 02e 


p^ Atkt) 一 和 一， 
jul rk q' (1-4- Rt) € 2E, H 


fir—rp= fr +h h 
"ES DS 时 ， h) =h 2K 
e — rOl = dO — r0 Vt_e€ [é,1] 
而 当 zE [0, 习 时 
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sf, — rD = sCf,— r 0X + sy — ha) 0) 


of 

= sro e HE - | 

>- LHn -ri — E 

=- Mr 
另 一 方面 : 

sf — nO S nx <M fo rl 
e 
IA = rl =A orl 
H 
2, = s 


从 而 ”fi 一 rh € m-n-c 21k Chebyshev 交错 RE nE 
Pg CHO. fH | 
| lr, — 7 E29 lal/a(0 > 0 
If. — fol Mul o 
即 Pa, CA) HE fo 处 不 连续 . 
c) d fo 一 r* BDA m+n+2MK Chebyshev 交错 
£d x etx bua b € Op. t= 01,5mdindz 
Hisa. [Bj jit a0, b=1, V e>, 取 f.€ Cal0, lE 
D Wt — foll<e 
ii) Pa (fO-—r' 
iii) f. 一 r* BDA mt+n+2M Chebyshev 交错 : 
ty < t; < "< DP 
BH 5670. 


这 样 ， 对 m ferhe A 
IPs (fe) — Pa (Jl = |a|/q(0) > 0 | 
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lf, — foll S fa — Sel) + We -—f «2e 
AY ff. 但 Pa. ， Cf» Pa. Cfo)» BD Pa. (PIE f, 处 不 连续 . 
ig. 


Ro mew) X UE 


AS RTC ARE a SUO PER S TRIBU SEO VERI aR HE 
—TE— — P TERME — CERE Be ER HE. 


一 上 三 义 强 叭 一 的 概念 与 性 质 


由 于 了 之 阶 强 唯 一 是 强 唯 一 的 推广 ,因此 可 以 有 看 于 种 意义 下 
的 推广 . 首先 讨论 这 几 种 广义 强 唯 一 之 间 的 关系 . 下 面 均 设 1<f 
«oo, 
i MS.1 CTX, g€G. x€ XNG, XC dETE M A r, = 
rico 使 
jz — gl? > Wz — gol? + rilg — g^. Vg€G 
WER go 是 xz 的 2 BY SRME— fe (EIB wr. 
TA. 4 p LS p DRE RSE a CT BO SR E 
定义 3.2 WGCX.g.€G.x€XNG. 苦 对 任何 人 >0, 存在 
带 数 7p,n 一 rp,n(X) 使 
| Iz — gl > hz — gil + roaie — gl” ; 
Yg EG, jig — gol SN 
则 称 go 是 xz 的 有 界 p 阶 强 唯一 最 佳 逼近 . 
BET 
im leal dz gla] 
lado lg — goll 
B4 p—1BJ. AA > BreRTE—— 424238 $$ 34 PRR. 
3p V3.3. W GCX. g,€ G, x€ XNG, FAE N70. ra N= 
r, ur) >0 使 
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lla — gl = lz — gll + rp.nlle — gll? 
Vg€G,lg — gl SN 
则 称 go 是 z 的 局 部 p 阶 强 唯一 . 
一 般 地 ， 局 部 1 阶 强 唯 一 不 等 价 于 通常 意义 下 的 强 唯 一 概念 . 
命题 3. 1 设 GCX，goEG，zEXNG， 则 下 述 论断 等 价 ; 
D go 是 z 的 2 BRE RIEBE: | 
iD go 是 xz WAR p Brea — REEN. 
Ao, x GEPSHE. MES uu 等 价 . 
Ui? goje x 的 局 部 p BroRME— Ex EET. 
证 D 1. 
dr, 0R E 
lz — gl? > le — gl’ --r,lg — el^, Ve EG 
对 YN>0, Vg€G, lez—glsxN 
P 
lz — ell < tle — gol + lle — goll lx — oll + N 
BY FH LAS BH Pe SEA 


— POL — p 


Iz— g|- lz— S 
今 
row = E+ le — gol + NDI 
则 | 
lx — gll — lz — goll > renle — goll’ 
由 于 rw 与 gEG 无 关 ， 故 go 是 二 的 有 界 户 阶 强 唯一 最 佳 逼近 . 
li)—»1). 
由 于 
ji, le- l^ — liz — gl 
Iglo lg — goll 
mM — lz— gl)’ _ ( Iz — ell? 
> lim [[1 FEFA] ei) 


llgl- o 


* 130* 


=1 
故 存在 N>0 使 
lz — el^ > liz — l^ + lg — a^ 


VgC€G, lg—- gl =N 


再 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 得 
liz — gl? — lz = 8 — plz 一 人 
iz— gl — iz — gol > plz — goll 


故 Vg€G. lg—agolsN. A 
lz — gl? ze lix — el^ + liz — Boll?” 
: [lz — ell — llz — gol] 
> |r — goll? + ella — golt 
‘rowllg — Boll” 
令 
r = mini ple — gol? ron) 


则 
jz — gl^z le — g^ + role — l^ Ve€G 

故 go 是 zx B p BRE — RERE. | 

最 后 ， 当 G 是 凸 集 时 ， 我 们 只 需 证 明 让 ) >i) BD. 

由 i)， 存 在 入 二 No， rpn OE 

lz 一 gi 之 jz 一 gall + T p.No lg 一 Goll’ 
Vg€G, lg — goll S No 

现 对 Y N20. RE ND Ne VgeG. 不 妨 设 为 No<lle— gol 
<N. 4 

Za= gota (g— go)», O~a<l 
满足 

lge 一 gol = No 


”从 而 


jæ — gal z lr — goll + roles — Boll’ 


lz — gil > lx — goll + ri^! lle — gol? 


E | 
N, N, 
Q = m D + 
le 一 go 和 N 
所 以 ， 看 令 
NU? 

ron rang [ME 

huj 


[xz — gl > lx — gol +rpwlle — gol? 
Va€G, lg -—ajlsN 
mii) Hb. 证 毕 . | 
命题 3. 2 WX 是 紧 局 一 致 凸 . G 是 X 的 闭 太 阳 集 ,XEX\G， 
SCC 是 xz 的 唯一 最 佳 逼 近 , 则 命题 3. 1 中 的 条 件 D，ii) 和 证) 等 
ffr. | 
证 显然， 我 们 仅 需 证 明 iii)=>ii). 
WN >0, rpn 0 使 
lz — gl z lx — goll + rpn lle — gll? 
Vg€G, lg — Soll < No 
RRURFEFE N>Nos g€G. Ng sol N, f 


lz — gall < lx — gli + Hle — gl 
因 {Bn} 有 界 ， 故 
|z — gl < limlle — gull < lime — goll + lig, — goll?] 


x [x — goll 
这 样 , (8*} 是 z 的 极 小 化 序列 . 由 第 三 章 定理 1. 24]. G 是 逼近 紧 . 
从 而 (ga) 有 收敛 的 子 列 ， 不妨 设 
Enr BEG 
则 BE Pca). 这 样 go gosfHIgo— gol Z- Ns. FJA. 证 毕 . 
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推论 3.1 X Eaa. GEX PREE, EX. 
go€ Pelr), WRR. LpA ED. iD. iD 等 价 . , 

证 ”类 似 于 命题 3. 2 之 证 明 , FE (a. CG. fila. gall No. 
H (gJ 是 z 的 极 小 化 序列 ， 
这 样 | 

lim[x — go + x — g, || = 2lix — goll 
从 而 
lim|g, — go 一 lmllz — go — G — gl = 0 

Elegii >N. A. Bin) wey. 

PEAY SORME— HN — P OA, BBP Ae eA T 8 
1/p Ep Lipschitz 连续 性 . 

命题 3.3 RG EX Hie, EX, Fao€ Pela) x 
By» 阶 强 唯 一 最 佳 逼 近 ， 则 


sup lg — goll 
g€ Po Go 


< 2| 2] dla — zoll + les — gull) lz — all? 
证 r0 使 
zy — gl? = [xo — gol? + rule ~ g^ YEG 
HT Vg€PscG) | 
lz — el < lz — zoll + lz — el 
< 2lz — zol + lizo — gol 
< 2x — zol + lto — goll) 


所 以 
rale — Boll? < leo — g^ — lro — gl 
S plz — gl? Lle — gll — tte — Boll] 
< p2^ ^ Cx — zll + lle — golD^^* * Zila — rol 
= 2? * p(x — zoll + llo — £olD^^* lle — zol 
从 而 


lg — goll 
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l 


< 2| £) dæ — zoll + lz — goll) Fle — all? 


命题 证 毕 ， 
二 、 一 致 凸 空间 中 最 佳 逼 近 的 p 阶 强 唯一 


普 先 ;我 们 回忆 一 下 凸 性 模 的 概念 及 共有 关 的 性 质 . jose 
2， 定 义 | 
dx(e) = intl1— Fla + glx € S € S, liz — yl > e] 
显然 ， dy (Ce) Pee BUS eA, H OCOD = 0,602) = 1. X 一致 凸 
<=>V O«cexc2,8x (€) >0,6x (EO BR HW Banach 4 fa} X 的 凸 性 模 . 
j£3. 1 在 6x(e) 的 定义 中 ， 可 将 zx, yES WH x; y€B, Bp 


sx(e) = inf {1 — file + ylz € Boy € Balle — yl >e) 

事实 上 ， 我 们 只 和 需 证 明 ， 

ix(o <inf {i — Lle + ylz € By € B, lz — yl >e} 
Xo. BATA BARE =L llyl<1, lee WA z, y. 


4 u, v€ B, lull-lvl-—1., u—v-—zr-—y. Hu, v€span{z,y}. 
由 于 y, u, v 都 在 由 xz， 一 zx 相连 接 的 直线 的 同一 边 ， 故 存在 AD 
1，B 之 0 使 


[£3] = put a — Ade 


-从 而 | 
Alu + 02/2 = (B+ Du + (0 — B — Ax 
由 于 A+ASmax {1，p8}， 故 由 三 角 不 等 式 可 得 
(Pe + X — xl x IE -- Aw 4- a — B — Ax 
事实 上 ， FP<, W 
Be + A — xl x 1x IC) H- Ou c OQ -— B -— Al 
dE 821. $ u—fud-O-— 8)x, ij 
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PL LI o Eis aimi EA wre a a y e Us 


u =u [1- Gla 
从 而 
IB + Ae + a- B- 3s l1 jw -(— 5l 


A ` A A 
> [1 + $| lull — p lell + hel — D 


> lui = be + (1 — Axi 
所 以 


keraja ore 
由 此 可 得 
dK) <inf{1 — le + yliz € Bry € Bille — yl Se! 
由 注 3.1 知 ，Y x. v. dam. dyes. B 
[4e +»|<r[a— ed He vi) 
定义 3.4 如 果 存 在 d> Offi 
(€) > de^, Ve € (0,2] 
则 称 X RA pr EB. 
HE3.2 ABU, xp X 是 Hilbert SiH, WX SPHERE 
y (E€) = 1 — A/1-— &/4 | 
&x Hilbert 4x]8] H RABOR. a AWER, XHHT X, VA 
Ox(e) x; Ôg CE) 
BK. BX AA b 阶 喇 性 模 ， 则 p22. 
定理 3.1 RXRA p KOER, G 是 XX 的 太阳 集 ，xEX， 
go€E Pelr) 35 go 是 工 的 P 阶 强 唯 一 最 佳 通 近 ， BD AEE r, > 0f 
lz — gle > lx — gl +rle— gol? Vee G 
Ar, H 15 p MASI X 有 关 ， 5rc€X XX. 
证 因 go€ Pca), C 是 太阳 集 ， 从 而 VY EG, A 
22 — go — goll < 12r— go — gi 
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lz = gl < |i- e +4@~ 9) 


所 以 
1 1 ? 
lz 一 goll? < |zc — 8) + F(t 8) 
o u fe =A) y 
< [t2 — gI(1 — d| E 
b 


« Iz — ele[1 — a| = E 1 


= |e — g|’ — dlg — gl 


即 
lz — gl? > lx — gl’ + dle — g^, Vg€G 
推论 3.2 ii» X Æ Hilbert 7548] H , G 是 五 的 太阳 集 , r€H 
NG, go € Pe, WA 


|z 一 gl 之 |x- — goll? 十 sle 一 gol. Yg eG 


$3.3 对 Hilbert J A, 若 我 们 直接 证 明 最 佳 逼近 的 之 阶 
强 唯 一 性 ， 则 有 
lz — gl? > llz— gl’ + lg—- gl’, YEG 
事实 上 ， 由 go€ Pc(z) 知 
Re(r— 2080-2) 0, Vg€G 
mM VW gE&G. 


lz — gl? = lz — goll? | 
十 2Re(z — £598 — g) + lg — Boll’ 
> le — gll? + le — goll? 
推论 3.3 设 和 具有 户 阶 凸 性 模 ，G 是 XX 的 太阳 集 ，zxEX\ 
G,go€ Pclx)， 则 go 是 有 界 p 阶 强 唯一 的 . 
对 于 一 些 光滑 性 “不 够 ”好 的 空间 , RET EU P» c 的 最 佳 
逼近 不 可 能 是 p 阶 强 唯一 的 . 为 此 ,我们 先 回忆 光滑 模 的 概念 . 对 
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rE (0,4-900, Ew 
Dx(T) = sup Je + y| + y| i l£ — yb 
VR X 的 光滑 模 . "n 
px (C) S dt*, V c € (0, + co) 
则 称 X 具有 3 EXCITE. 
注 3.4 对 于 Hilbert 空间 石 ， 则 易 证 
^D = VI Ft] 
故 H 具有 2 阶 光 滑 模 . 可 以 证 明 . XE X. AX RA p EDUC 
te» Mgs 2. 
IEIXEG.2. E XRH q 阶 光 滑 模 ，C 是 五 的 子 空 间 ，VY rex 
NG, go € Pc (x), 则 对 Y <q, goi P 阶 强 唯 一 的 . 
证 由 于 G 是 子 空 s 间 ,不 失 一 般 性 , 可 设 go 二 0， WV g€G， 
ligl==1， 有 
lz trel le — tall — EP < d| 


- kilel < ilyl = z} 


UN 
其 中 4 igo. g 无 关 的 常数 ， 所 以 ， 对 给 定 的 :>0， 或 者 
læ + tall < lel + d pep) Me 


lz — gl lil +e gig) Il 


四 | 
故 对 Y 2< 3，0 不 是 z 的 有 界 p 阶 强 唯一 最 佳 还 近 . 由 命题 3. 1 知 ， 
0 不 是 z KI p MRE- RER. WEE. | 
最 后 ， 由 命题 3. 3, 73 PIBUXESLTEXERE. 
定理 3.3 BX AA p BOE, GC 是 XX 中 的 近 迫 太阳 集 ， 
Ry, Vx. y€ X. F | 
[Pe — PcGy)I 
<2( p/r,) zz — n + deCz)) Fle — yll? 
RoBr 与 <，y 无 关 ， 只 与 并 BR. 
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推论 3.4 设 G 是 Hilbert 空间 已 AGH, WMV x. yc H, 
|. Pc Cx) E Po) | 
« 24/2 Cx — yl + de(z))2Iz — yll? 
注 3. 5 对 于 Hilbert 空间 及， 直接 计算 ,可 证 明 , Vz, yE 
H 有 
| Pelc) 一 Pe) | 

<[llz 一 站 十 de(z) + de Tz — yll? 
事实 上 , Var y€ H. | | | 

PsC) — Poy) |? < lx — Peole — Ila — Pe) |? 

|Po(x) — PcGDIÉ < Il» — P(x)? — ly — PoC Il? 
所 以 | | 

2| Pe(z) — Pe(y) |? < Ell» — PeGO] + deJ — yl] 
+ [lz — PeG || + dey) Ux — yl 
< 2[llz — yl + deo) + dee lz — yll 
故 
PsC) 一 Poly) |l 
« [lx — yll + dcG2 + dely) lz — ylz 

进一步 ， 我 们 有 下 面 的 更 精确 的 估计 . 

定理 3.4 iGCHHilbert ž HH WA OTH. WV zy,yE 互 ， 
& | 

|Po(z) — Poly) || s le — yll 

WERA V x. y€X, 不 妨 设 Pox) =0. UH BY Pe IER 
的 超 平面 ,了 gh Ho RERE Pe (ly) 的 开 半 空间 , 工 是 由 
玉 十 Pely) 决 定 的 含 0 的 开 半 空间 . Fre I WEEE «> ofi 

Iz] > lix — aP) 


从 而 对 一 元 有 


làzl 之 E - lb | 


Cr c" -—mo o. aenea 


因 G 是 凸 集 , 故 0E Pee) MTG Polo) € Pode) 矛盾 . 因此 ， 
rEJ. 同 理 可 证 ,y€EL. & 
IPC») — ol < liz ~ yl 

TER. 
注 3. 6” 对 一 般 的 具有 阶 凸 性 模 PS 2) ,9 阶 光 滑 模 QS 
2) 的 Banach 空间 中 的 闭 凸 子 集 C. 可 以 证 明 , V 7270. 存在 CI 
0 使 

lIPelz) — Pe WIC lle — ols, Yzy € BOr) 
与 定理 3. 3 的 结果 比较 ， 由 于 1 万 q 人 2， 当 x 一 > 充分 小 时 ， 结 果 
有 所 改进 


=. EL, GOS) i89 FH 


为 运用 上 一 节 的 结果 ， 我 们 必须 估计 工 , (x) 的 凸 性 模 . 
命题 3.4 V p2. D 
ÔL uw Z 5p" 
BDL, RA p 阶 凸 性 模 | 
证 ”由 数学 分 析 知 识 易 证 
(1+a)s<(1+a) Vari 
从 而 ， 对 任何 数 ，a，2， 实 或 复 ， 有 
[la +b]? + la — &l^]* 
« [la +5]? + la — b|]? 
= A/3 (lal? + 151)3 
这 样 ， 由 Holder 不 等 式 得 
lal? + lel? < [la] + [bl] F 
故 
[la 4- 5b|^ + la — ble] « 4/2 (lal? + [6/72 
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< 2^7[ |a]? + |51^]5 
Mit. Y fe€L,Go.g€L,Go 
lf + ele + 414 — ellt s 27700 + Heli 
xk, VILI. igli If-i A 
f+ge| -, ls) 
| 2 ,i ;| 


EB 
故 
d 加 LR P BE 
5,0 21—(1-[$]] Saye 
证 毕 . 
ETI ple AY Lp CORE, BATA BLT SB. 
引 理 3.1 q2, fir ce FEL CO, WO 
Joint} [ER] 


2, € LUD | 


M? = sup Sig : ; 1 
Up Biel h (Dle) =: 


" 
4 g,7aj h;, KPa, Mills Mais 则 


: Iu [Sta I" h; € LC) , |[hjWl, 一 | 
M? = sup lA; ir} a . 
ji 之 0， 一 1 
a; 之 244 


下 证 M" 是 关于 7 单调 递增 的 . ' 
对 Y r<r' IO 01 sp E 
1 工 一 2 n 


r r' 


一 | D 


. 则 由 Holder 不 等 式 得 
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(Xalal) < 192 AL idi {Xa |h; BN 


VOR FS Holder 不 等 式 , 有 
sr Y P ID! 


^ | i —# n 
< [esr FL Ion 
j=l i= 


n ig 
apc 
j=) 


p 1 1—8 
< [SenF 
j=l 


MP < MÀ JEMY ]f 
由 于 1 一 1 QMOOEI E 
ME r) < M 
因此 ,M" ,关于 是 单调 递增 的 . 


由 于 M?-—1. Ah eS 2 
M? L M? 


从 而 
(Sise < CN tet)? 
abs. 


83.2 B1<p<2, WEE, f 


[s +l? — (Isl? + ltl’)? 
| | 2 |] S( 72 | 


证 BN. njibs—id. —1xu—l, FM 


so = [ELEY 


s— tl? 
€ 


则 易 算得 
g0»21; 91) =¢0)=0 
故 2) 在 [一 1, 1 上 上 恒 正 ， 从 而 存在 c>0， 使 


. i4l.e 


a m2 
所 以 
ESI 
证 毕 . 


引 理 3. 3 HISP, fire Sa ELGO. W 
n 1 H , n 1 
| 2 s) «[ xis | 
= m 


iE BEP (CL, GO)" = ZG) | 


(Xue)! = s [| Dal tee 
(ie 
< sup [f 3 or) ste (Stes)? 
« [xe 
证 毕 . 


命题 3. 5 ” 设 1<p<2， 则 存在 L>0， 使 
Sine) Ze de, Wee (0,2] 


BB L,C,O R-S 2B dS TER. 
证 V f.g€ L,Go, Ifl,=lel,=1, lf—aellee, 由 引 理 3. 2 


得 
T 


| <sup{|| X fedr E 1| 
j=l 


<1} 
q 


P 


fio-—gai*, 1f T1205 
[pee a pega 


if) |? + lga) |? 78 
< [Lem 


9° 1426 


PY < (Wier dete? 


Íl 


— 2 
f d E 
C 2 


由 引 理 3. 3 得 
[£s e tej] e + Fern 
所 以 / 
Heg ESI 
从 而 
espe - (8T 
这 样 有 | 
Ôr co CE) zl “ai> (E| mae l 
证 毕 . 


注 3.7 可 以 证 明 ， 当 1<p 二 2 时 ， 满 足 
Ôr w CE) Z de. — e€ (0,2] 
的 最 大 4 HE. 
由 命题 3. 4 和 3. 5 得 
定理 3.5 设 C 是 已 (AI(L<p<co) 中 的 太阳 集 ,AEZ GD, 
go€ Pe Cf) 2 go 是 f 的 q Er s ME — Be REST, 其 中 
q = max{p,2} 
BD FF LE r,>0 使 
IF — ell? > IF — gol? + rg — egle, Vg€cG 
Kr, dX Sb HX. | 
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第 一 节 中 的 入 关于 集合 G 的 严格 凸 概念 选 自 Amir, 
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Zieglerc， 唯 一 性 定理 1.1 则 是 严格 凸 空间 中 相应 结果 的 简单 扒 
93. WE—EEBEGEGE M) PS Papini 条 件 刻 划 首先 由 Papinii? gr 
究 ， 推 广 到 非 凸 情 形 的 结果 则 取 自 何 国 龙 52 的 学 位 论文 . 

Æ Chebyshev 子 集 的 严格 Kolmogorov 条 件 刻 划 首 先 由 
Nirnberger xf C (D PHARETRA LUO 中 的 太阳 集 所 
ub. CCQ) 中 的 半 Chebyshev 太阳 集 的 严格 Kolmogorov 条 件 刻 划 
的 结果 则 属于 杨 文 善 、 李 冲 和 Watsoni, 

有 理 函 数 和 广义 有 理 函 数 Chebyshev 3E yr B PE — PE IHE 
Achieserf 和 Rice"?! ,而 有 理 函 数 在 工 (4) Pa MEE 
结果 则 由 Braess'* 所 得 到 . 

第 二 节 中 的 一 般 空间 中 关于 子 空间 或 凸 子 集 的 强 唯 一 最 佳 逼 
it 同 强 Kolmogorov 条 件 的 等 价 性 ， 由 Wulbert i Bartelt, 
McLaughlinU9 8| A. Papinii p Wojcik") 将 其 推广 到 非 线 性 情 
形 , 这 里 的 内 容 基 本 上 取 自 Maht fj xc 3$, Sudolski , wojcil 7 有 
了 进一步 的 研究 ， 有 理子 数 和 广义 有 理 函 数 的 强 唯一 性 和 投影 算 
子 的 连续 性 结果 分 别 由 Cheney, Loed"?, Machly , Witzgull®*, 
WernerU?! $p Barrar , Loeb 所 研究 . 这 里 的 内 容 则 取 自 Braesst5] 
”和 Cheney HEE. 

Jt. HARARE). 42 xR FERRE 
的 点 集 的 稠 性 和 几乎 性 ， 这 一 方面 的 研究 可 参看 
R. SmarzewskiU579) , SchmidtU?J2& A By 3e x x. 7 

第 三 节 中 的 关于 有 界 p 阶 强 唯 一 性 概念 至 少 Schmidt” 和 
Chalmers, Taylor? ZG 3¥ 4 [B si] Chebyshev MARA. Lp) 
空间 中 线性 逼近 的 有 界 P 阶 强 唯 一 性 由 Angelos , Egger" 所 得 
到 . p 阶 强 唯一 性 概念 则 由 SmarzewskiU?) 提出 ,并 证 明 L, Cp) 中 
有 限 维 线性 子 空间 晕 近 的 结果 . 一 般 的 具有 P 阶 此 性 模 的 一 致 凸 
空间 的 非 线性 逼近 的 之 阶 强 唯一 性 结果 分 别 由 Smarzewski??™), 
Prus, SmarzewskiU? 和 P. K. LinU* 3k 48. 这 里 的 内 容 则 取 自 R. 
Smarzewski"* 和 P. K. Lin? ifj XÆ. Hilbert 空间 中 投影 算 子 的 
连续 性 结果 定理 3. 4 是 Phelps" 的 一 个 早期 结果 ,具有 P Bote 
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模 和 q OCR SEPT RAS Hee EEE 注 3. 6 的 
证 可 参看 Xu, Roach f &. 

六 Co 的 西 性 模 的 估计 可 参看 Beauzamyaa 的 专著 和 Lim 等 
AU HY SCE. 
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第 五 音 Chebyshev 集 的 凸 性 
和 太阳 性 


| Hi BUT] BS X. 自 反 的 严格 凸 Banach 2x18] PAE SS 
子 集 都 是 Chebyshev 子 集 ， 但 其 逆 问题 ， 即 Chebyshev 集 的 凸 性 
问题 的 人 钱 究 却 要 复杂 和 困难 得 多 ， 其 至 在 有 限 维 空间 和 Hilbert 
空间 中 也 没有 得 到 彻底 解决 . 虽然 如 此 , 这 一 问题 自 本 世纪 30 年 代 
开始 研究 以 来 ， 已 取得 许多 非常 漂亮 的 结果 和 很 大 的 进展 .， 本章 
将 比较 详细 地 讨论 和 介绍 这 方面 的 成 果 和 研究 进展 . 首先 ,我 们 在 
第 一 节 中 讨论 一 般 Banach 空间 中 的 Chebyshev 集 的 太阳 性 问 
— RH. 其 次 ,在 第 二 节 则 专门 介绍 Hilbert 空间 中 Chebyshev 集 凸 性 

研究 及 其 同 唯一 远 达 集 的 单 点 性 研究 的 关系 最后， 我 们 在 第 三 
节 中 研究 非 光滑 空间 ， 特 别 是 有 限 维 空间 中 Chebyshev 的 凸 性 同 
空间 的 几何 性 质 的 关系 ， 以 及 紧 Chebyshev 集 的 凸 性 问题 . 


第 一 节 Banach 空间 中 
Chebyshev 集 的 太阳 性 
至 今 ， 关 于 Banach 空间 中 Chebyshev 集 的 太阳 性 的 肯定 结 
果 ， 几 乎 都 同 集合 的 紧 性 联系 在 一 起 ， 因 此 ， 本 节 则 研究 有 界 紧 


AUE Z Chebyshev 集 的 太阳 性 问题 另外， 在 本 节 及 后 面 两 节 
中 均 假 设 X 是 实 Banach 空间 . 


, 一 、 有 界 紧 Chebyshev 集 的 太阳 性 
有 界 紧 Chebyshev 集 的 太阳 性 的 证 明 中 起 关键 作用 的 是 下 
iiij Schauder 不 动 点 定理 ， 


* jád* 


LERI EL T PE HIR PIENE NR Pr E e má m, 0 ciere RS oA 


引 理 1. 1(Schauder) 设 4 Æ Banach 空间 X 的 一 个 财 凸 集 ， 
f: AFA 是 一 个 使 A(A) 相 对 紧 的 连续 映射 则 了 具有 不 动态 . 
定理 1. 1 Banach 空间 中 的 任何 有 界 紧 Chebyshev 集 是 太 
PH. 
iE REGEX ARK Chebyshev FÆ, (AGC 不 是 太阳 ， 
从 而 存在 zEXNG，goE Pct) IR (21 fl Pela) = Pe(to(r— 
ZI +gIFaeo. 4 
t = sup{t > 0:Pc6(a,) = gi 
则 由 第 三 章 命 题 1. 2 知 ，Pe(x) 是 连续 的 ， 故 
Polx,) = fos Vict, 
Pomme Wt>t 
不 妨 设 刀 二 1， 从 而 对 VY £91. Pelr) ge 
由 于 G 是 有 界 紧 ， 从 而 对 某 个 se>0，CPB(eo,s) 紧 ,再 由 
Ps(*) 在 z 处 连续 知 ， 存 在 9S>0， 使 
| PG;CBGe,8)) C— Bg, €) 
EX D: G-—B(x,2)—B. 


Dg) =x +T Vg€G- 


HD, Po 连续 , 故 复合 映射 . Y= Oo > Po AB 3| B 的 连续 映射 " 
于 
PG N Blgo,E)) 
是 紧 集 的 连续 映射 的 象 ， 从 而 是 相对 紧 . 而 | 
J(B) = D> P(B) T BG [) Blgo:£)) 
所 以 d CB) ABM A. 
由 B 是 闭 凸 集 知 , g: B>B 是 连续 的 且 J(B) 相 对 紧 , 故 由 引 
41.190, EREB. 使 
gh) =h 
ho MUR. z€[h.PsQOO]. $ 
JA — Poh) || = llh — xl + lle — Pe) 
> |h — zl + lx — gol 
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图 5.1 
之 |A —_ Zoll 


th G Æ Chebyshev FÆ, Pc(A)=g,, fH 
h= z, d — 14 4— >] 
lx — goll 


矛盾 ， 故 G BAU. TE. 
注 1.1 由 定理 证 明 易 见 ， 定 理 1.1 中 将 C BAAR ROAR 
紧 ， 即 对 Y sgEC， 人 存在 g 的 邻 域 U(go,6) 使 UCgo,6)[1G 是 相对 
Ko MEL 145 v. 
-WLI AG 是 光滑 Banach 空间 中 的 有 界 〈 或 局 部 ) 紧 
Chebyshev Æ, WM C HÆ. 
推论 1.2 设 G EARN Banach 空间 X 中 的 Chebyshev F 
集 ， 则 G 是 太阳 . Ab, BX 还 光滑 ， 则 G WA. 
推论 1.3 设 式 是 光滑 严格 凸 的 有 限 维 空间 ， 则 下 述 论 断 等 
ffr. | 
D GHAR: 
ii) G #2 Chebyshév f; 
iii) G 是 闭 太 阳 集 . 


一 、 通 近 紧 Chebyshev 集 的 太阳 性 


引 理 1.2 G Æ Banach 空间 X 中 的 Chebyshev FÆ, rE XN 
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G, Æ Pe(*) 限 制 在 {x 十 Cx 一 Pe(x)) AZ20) EE x 处 连续 , 则 存 
fe r, © (r-AG-—Psc;GD:ASO)h.zx,-x. 使 
dolra) m dc Cx) — 


imc | 
证 4 
go = Pol), v Tt 十 二 (ZX 一 80) sn 二 12 
g, Pen), n--1,2,*7 
则 由 
del(xn) — dolx) = x || 
得 
n Ta m z|| 


下 证 相反 的 不 等 式 ， 取 zi ESAE r, eg) = laz—gall, mj 
dc) — dola) _ lx, — gl — lz — Boll 


lz, — zi | le, — Zl 


x ti (ty ga) — dbz — Boll 


— 


lz, — x] 
_ oi (a, = x) | oie n) — Ile — Boll 
lz, — xl lx, — xl 
x; (4, — x) _ Xn (r — Bo) 
Z le, — xl lx — gol 
Xn (x — gn) 一 lx — gol I. (En — go) 
=] 一 人 一 一 
X — £oi X — o 
+ j | um i 
2 Ign ~ Zoli 
- lla 一 Zo! 
由 于 g, 一 &o， 故 
lim dc(r,) — do Cx) >] 


a lx, mn x | 
SRZ WEE. 
注 1.2 EV rEX\G, FE «CX, fk 
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dc(r,) — d(x) 
n lx, — xl 
则 称 G 是 6 太阳. 由 引 理 1, 2 则 得 
推论 1.4 Banach 空间 X HABJ E Chebyshev ## OK 


lim =] 


BH. 
引 理 1.3 WC Æ Banach 空间 X PHO APH, WC 是 几乎 
凸 ， 即 对 任何 与 C 有 正 距 离 的 球 BCz,r) 及 rr' Cor), WF LEER 
BG ,xr Mii 
Bx! ,r') D BG BG! p) {|G= Ø 
证 对 c>]，zEG 令 
K(o,x) = {y € Xily — xl olde(y) — del) J} 
我 们 将 证 明 ， 对 任何 球 Br. RR). A 
K(s,.x)[|)SQ,R) x Ø 
为 此 ， 我 们 在 BO RINK Co 32 PS] AK 
y « y € |» yll x olds Cy) — deco] 
By, HE BO, RO) K Goa PHSEE, UI Gc Cy /BAR BA 
数列 dk do Cy) WB. 这 样 由 {ys} 的 全 序 性 知 , (ye 是 Cauchy Fij, 
这 样 存在 YE BC(z;R) 站 KK(o,Xx), 使 wo 一 y, 且 y 是 (yo) 的 上 界 .从 
而 由 Zorn 引 理 , 存在 极 大 元 y. € Bx RO | K Co, x2. 再 证 


WES, R), € BG. H G Æe KM. EE Y. € 


B(x,R). Va Vo? 使 


ds (Vn) mE doly) > i 


yn — Dol ^ e 
即 y». BON yoke MAIL f. 
下 证 G 几乎 凸 ， 设 BCz,r) 与 G 不 交 , 设 e>0 使 
dgx) =r +e 
XIV rr. Er '<r+e, W B.r) RE 
B(x,r) DBC), Blz, ) NQ G = e 


r zr+e, > 


db 
| ror > 
由 上 所 证 ， 存 在 y € KCo,a2 1S Cz — r2, Bl 
ly = z| =r 一 > 


|y =- zi olde(y) — dol) ] 
从 而 
doly) = dox) + 二 jy — r| 


O pt = 
rot 


KBr Of1G-—9.5 W BG,r)CBG,rO. 证 毕 . 
定理 1.2 ”局 一 致 止 Banach 空间 中 的 几乎 凸 集 是 太阳 集 ， 特 
别 地 ， 局 一 致 凸 Banach 空间 中 的 逼近 紧 Chebyshev 集 是 太阳 集 . 
证 XV XE X\G, ERWE: ii r=, delr)=1, g= 


Pola). 由 G UPL RB 8,1-4] nc- ØA EE ze x. 
B Cr, 2) fdi 
B(x,,2) D B| 9,1 -. L 
BCxr,,2) f G 一 Ø, 


NF [1 gegel ela) os 

I- ( Dx AE n — 1,2, 
而 

|- (1-4) 一 |= {1 一 + lz, 
帮 


~ x 
A T Vl | 
全 c-—Wwqp M 


de G,) > de(x,) — liz, — Z, 2— — 
因此 

Iz = llgoll = 1; IZ — gl > 2— l 
由 X 的 局 一 致 上 性 


T, > (— Zo) 
再 由 dg (xn) A EEE ENE 
| | d;C— gy) = limd,(z,) = 2 
故 
go = Po(— go) = Polg, + 2€7 — &)) 

因 zxEXNG 是 任意 的 ， 从 而 由 太阳 集 定义 ， 定 理 成 立 ， 证 毕 . 

推论 1.5 光滑、 局 一 致 凸 Banach 空间 中 的 逼近 暴 Cheby- 
shev 集 是 凸 子 集 . | | | l 

推论 1.6 WXBAR, WwW. 局 一 致 凸 Banach 空间 ，CC 
X 是 Chebyshev 集 ， 则 下 述 论断 等 价 . 

D G 是 凸 集 ; 

i) G RAIRE; 

ii) Pol*) 是 连续 的 ; 

iv) V x€ XNG, Pc 限制 直线 段 {z 十 4(x 一 Pe(7z)):4 之 0) 上 在 
x 处 连续 ; | | 

vy) G 是 太阳 集 . 

证 ”由 于 自 反 空 间 中 的 闭 凸 子 集 必 是 弱 有 逼近 紧 , 而 X 是 局 一 
致 凸 ， 故 由 第 三 章 的 讨论 知 ，C BrE iH D >i) MY. 

4 F ii) >ii) >iv) >v) D, ， 则 由 引 理 1.2，1. 3 立即 可 得 . 
注 1.3 ”作为 定理 的 应 用 ,现在 来 说 明 Rano Ens MS. FE Lp 
[a,b ](Q 99) IBIAS AMEE. 由 于 这 三 类 函数 集 在 志 中 
均 是 逼近 紧 集 ; 但 不 是 凸 集 , W Rans E, 和 Si 都 不 是 Chebyshev 
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Se. 由 此 即 得 ， 它 们 不 是 半 Chebyshev f£. 

为 刻 划 几 乎 凸 集 是 凸 集 同 空间 的 几何 性 质 的 关系 ， 我 们 需要 
空间 在 点 x 处 的 局 部 凸 性 概念 和 下 面 的 引 理 . 设 XESx, BV ve 
SaNa) Gy ES. HR OX 在 处 是 严格 凸 的 ， 

5381.4. Ww XX HARES, ce CS", WR RCS 
fft: 

D X'fE x” AA FR S BS 

i) Vy'€S*Nix'1,N (x) CS r' Go--1,Y Fela, tLe 
两 维 商 空间 X/L 中 的 一 个 极限 点 ， 则 Y dE X/LEBOGIH A. Xp 

, = Kerz* N Kery* = {z € Xix'(2— y* (2) = 0} 

iii) XHMEBI—AABBER. (5,).B,— BG, r2. WE. 

a) B&B, n=1, 2, > 

b) r,—o, 

c) B,Ci5»€ Xix' (gx1i 
Wjfrfgrzcl. f 

UB, — (y € Xix' Go Sr} 

证 iD =i). 

EUR X^ d xt ERE, WEE y € S" Nn 1 le Ge 
+y*)ES*. ÆX F,EC[X/L]' 

F(x + Ll) = z* (z), YrEX 

E(x + L) = y* (x), Vxecx 
则 

IF dx = 1,2] = lot | = 1 FEAE 

由 于 存在 (zj CS, f 

(z + y* 99 dir + y* || = 2 
故 

r'r)--1, y'G—1 

Aliz,+L}CBX/L, m X/L ERE, cc Ll} RA, ARA 
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iYCBX/L, fü 
z,-L-Y (在 X/L 中 ) 
但 
F(Y) = limF(r, + L)=1 
E(Y) = limEGr, + L) —1 
tj X/L 在 Y 处 光滑 矛盾 .所 以 ii) >i). 
iii) >ii). 
RAE y ES*\{zx*), 存 在 {x,}CS,r* GOo1. Ut L! 
的 极限 点 Y, 使 Y AREE X/L 的 光滑 点 , MEEF, EES*X/L. F 
FE, H | | 
F(Y) = E(Y)=1 
te), G0, OMe yi <e,, X/L 中 的 球 {B,): 
B, = B(G — mY,n— £), n1, 
显然 
supF(B,) <1, supE(B,) <1 
从 而 ,存在 zxE (1 一 2)7 使 
heni = zall < 1 E En Eny 
X B,CX mE 
B, = B(z,n—&), n1l2,- 
W|B,CB, HV xEB,， 有 xz 十 LEB,， 所 以 
grl) = Flet L X1, y'(Ox)x E(Gxr-4-1D1)x1 
故 
| UB,Cíix€ Xi' Go <1) N i» € Xiy Go « 1) : 
FE. Kii =i). - 
D >i). : 
反 设 存在 {B,) ,使 BOB,» | : 
B, = B(z,,r). F, > 0, NEO | ` 
| B,C {yE Xr (wy) xb, n-—l.2.- 
(RU 8, 不 是 半空 间 ， 不 妨 设 
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supx*(U B) = 1 
则 存在 zxEint{tyEX:r GO), z€ UB," 
因 U B, 是 闭 凸 集 ， 且 有 非 空 的 内 部 ， 从 而 存在 y" ES ， 使 
y*(z) > supy* (U B) =r 
WE. y'-. $ 
£ = 1—supx*(B,), ô, =r — supy* (B,) 
Wj e,0,. 0,0. H 


v (z,) — ] — E, T Fa’ y' Cz) -—r—0,——r, 


Aron. HF eB. Mae B. 
由 于 
ra) = TeV Te) 
um 
-lza nite rr 
— = 
-—14 oq (noo) 
Tn 
类 似 可 得 | 
y'G,) 1 (n—-006) . 
aK 
G* + y")(x,) > 2 
FA U 


le> + y* |] = 2 
与 XX* 在 zx* MPR OP, Hi) iii. w. 
定理 1. WX fé Banach 空间 , 则 X Pay BRL n e 
EDES X E h. 
wx, C 是 X MAUL OTR: RRGAA. MF 
Eg, hE, (8g +H EG. D m= Fath) ll dolro)>0. 记 


B, = B zo dela) 


由 于 G 是 几乎 上 汪 ， 则 存在 (8B.}. Bo 守 8, 守 B+:， 其 中 
B, = B(z,,r,),n 一 上 2， 
r,— oo, (n> o0) 
BNC =Ø, n= 0,1,. 
asm 4, UB, MAAS 和， 或 者 是 半空 间 ， 上 int UB. 
. 但 g 和 记 中 至 少 有 一 点 是 口 束 : 的 内 点 . 矛盾 . 
Hh 
反 设 X* 不 是 严格 凸 的 , MEE y €S Ay", MES 
(r'cy' Es & 
G = {rE Xix'GOox:osmy'Gx0j 


WG 是 非 凸 团子 集 . 下 证 C BILE. 
对 任何 Bo=BCror)CIzEX:z (3020, y* (320220) WBE 


d(B,,G)>0. 4 


L = Kerz* f) Kery* 
并 定义 Ff,， EC[X/L]' : 
F(x + L) = rx’ (x), Vxc€x 
Elz + D -—y'G), Vrcx 


[Fi = let = 1, dE =lo*l=1, BAF 


G=letLEX/L:Flet+thL) SO 或 EC(z +L) <0} 

B, = Bla, + L,r) | 
WG EMK, AaB >o | 

Bc, € S, E ty" aL SW 2" ad 1iy" Cen). 
HT Y,=2,+LE Sx X/L 是 二 维 空间 ,不 妨 设 了 一 Himy,EX/ 
L., Mij EY) =F(Y)=1,Y E€ Sy 从 而 Y rr, 存在 x 十 LE (X/ 


L) NG, 使 
B, = Ble + L,r ) O BG, + Lr) 
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d(B,,G) > 0 
所 以 存在 xzoE zt L, 使 
B, = B(z,,r ) D Birr) 
d(B,,6C) 20 
如 证 明了 G 是 几乎 出 的 ， 证 毕 . 
推论 1. 7 eX’ BPR WX WE PBR Chebyshev E 
jeg. 
推论 1.8 RX EBRA H 性 质 的 Banach 空间 . AX" 严 
格 西 ，C 是 Chebyshev 集 ， 则 推论 1. 6 中 的 五 个 条 件 等 价 . 
下 面 的 定理 说 明 X 局 一 致 凸 不 是 使 逼近 紧 Chebyshev 集成 


为 太阳 集 的 必要 条 件 . 
定理 1.4 实 连续 函数 空间 CA CODD PBT XX Chebyshev R 
必 是 太阳 . 


证 出 于 G 是 逼近 紧 Chebyshev 集 ， 故 Pel*) 是 连续 的 .下 
证 Y x€ X, xz 的 局 部 最 佳 逼 近 必 是 xc BUE BOB VI- 
BI go E€ Gs gy Pc GO , X} x gott (ego) gi; PoGo) |i 
g 关于 zt 连续 ,由 假设 Ag s MMV 60.9 E COD fi ez, 2. 
但 | 
lg: — gol <E 
lz — gl = je — xd lz — gol 
> |la — ri + lee — gl 
> jz — gl 
igo DEE c REB. 即 证 得 ,z 的 局 部 最 佳 通 近 必 是 z 的 
RU. 由 CaC2) 中 太阳 集 的 特征 知 ，C 是 太阳 集 . WE. 
例 1. 1 设 义 二 CrL0,1j. 定义 


2 十 a 
«o - pua 479 
0, a —0 


G = (La: a ij 
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则 GCCa[o,1].， 下 证 G 是 Chebyshev 子 集 . 
H Hie CC 是 有 界 序列 ， 则 
lg, ll = jg (0)| > a, 
Bia pm. MAR aa". 
7ia'-0, fil 
limga, E) = gat G), WEE [0,1] 
# a =0, W 
limg, G) = go), Vte 0,1] 
HP AMA AD. C 是 存在 性 集 . 
再 证 G 是 唯一 性 集 . Be. 2€G. 使 对 某 SECO IJE ga 
g, € Pelf). 不妨 设 ab 由 于 YiE[o,1]， 有 
| Z(t) < iz E) < Zelt) 


JE to€ [0,1 Msi 
| f — EF (a+6) | = [fG@) 一 Ela» (to) | 
则 
If — Elato || = |f t) 一 Etato) Cto) | 


< max{ |f o) — g,G)Dl,lf/ o) — gelto) |} 
< max {|f — gallo lf — el) 
与 &a* g, € Po NFA. 
最 后 , 我 们 说 明 G 不 是 太阳 . 令 FID mM M PcCA) 0. 但 对 
>l, 
ft) = Af) =A, yz & [0.1] 
从 而 | | 
(fi — Ball = AO — ga O =1< IF, — of 
OEP), G 不 是 太阳 . 
事实 上 ，Pcl*) 在 了 三 1 处 不 连续 . 
注 1.4 例 1.1 是 由 Dunham 所 给 ， 这 例 一 方面 说 明了 定理 
1.4 中 条 件 G BERRA GRAB Pol ESE). AT 
也 否定 了 由 Brosowski 和 Deutsch 提出 的 下 述 问题 . | 
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ERREA Ue PRLS 4G} Chebyshev 集 必 是 太阳 ? 
€ — Hilbert Z ja] t? Chebyshev #4 44 
—. Hilbert 空间 中 的 单调 映射 及 其 单调 扩张 


WA 是 H-> 2" 的 集 值 映照 ， 记 
D(A) = {rE H, Ars& (6) 
RCD = if€ Hi 3x € DCA) fli £ € Ar) 
CCA) = Gr, P: r € DGD,.£ € Ax} CH» H 
AUC = {r E Hi f € Ar) 
HB H y Hilbert 空间 . 
”定义 2.1 集 值 映射 A: DCA) 2" E 
rr ff mmo Yaf), a, S) © GUA) 
则 称 A 是 单调 映射 . 
定义 2.2 WA 是 五 到 2” 的 单调 映射 . 如果 存在 单调 映射 . 
4 满足 G(4)DG(C4)， 则 称 AE A 的 单调 扩张 如果 A 不 存在 
任何 真 单调 扩张 ， 则 称 4 是 极 大 单调 映射 . 
Tl FE Zorn 引 理 , 不 难 证 明 , 住 何 单调 映射 4 均 存 在 其 极 大 单 
aD sk. 
FOEDE pr HT CK FECISTI III GE PR. 
命题 2.1 WE AIDCA)— H —2? 是 单调 映射 , 则 4 是 极 大 单 
Hani) V re H. Ac H WADE. DY EHEH, A 
Kea TEix- te tO) EE x 处 是 范 - 弱 上 半 连 续 . 
BASSWEHH. Rr. J). X 
<f-—f',r—-2' >So V (a. ff) EGA) (>>; 
Cc, DEGA). 
ROW. FEG OWE O, MA PE Ax. Hi) A, Ax 是 闭 思 
4e. 从 而 利用 凸 集 的 严格 分 离 定 理 ， ARE OH 使 


i 
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(fu > sup( z): f € Ar} 

4 
e = (f,z) — sup{(f’,z):f' € Ar} 
取 Ax 的 弱 邻 域 
U(Ar) = (y € Hi3 P! € Az,flity — P.z» <e} 
Whit), FEE tO, uie (0,t0) 时 
AC + tz) CCUCAx) 

BDV (€ (0,40, f, € ACatte) BT EXE P € Ax 使 


(f, — f',z)«€ 
故 
(f, — f',z) fz) — supi S sz); f € Ax) 
即 mE 
(f,— fz) <0, VE Ata +tz), t € (0,0) 
另 一 方面 ,在 (OO Apr =z 十 tz,， fü, —fEAx. 
Du | 
(f — fiz) SO 
矛盾 . 故 充分 性 成 立 . 


< 
对 V G./2€GO0, 4 
Miz’ fo = if E H; f- EE: — x!) È 0} 
由 4 的 极 大 性 ， 
Azx.-—[|0OM,G', f): P») € GA)? 
由 于 M(x’ SORAR, W Ar eA. Manis mor. 下 证 
ii). 

反 设 ii) 不 成 立 ， 则 存在 zz H 使 A RAE (xo bez t20) 
上 在 zo 处 不 范 - 弱 上 半 连 续 . 从 而 存在 Azo BH BMU Ar Rt, 
—0,f,€ Alrot tiz) fi f, EU (Ax). Bf SR: AWA SA 
l.l oo. Fy FERS eH FEE y€ H. fs 

lim (fay?) 一 十 co 
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取 六 E4(Cm 十 z) 由 4 的 单调 性 得 
| (f. — fi, D2) So 
(faz) x (fisz) 
因此 
(fastaz 一 y) 一 一 co (n—co) 
另 一 方面 ， 取 gE AG». WI 
(fa Bs tz — y) 20 
”从 而 
— co = lim(f,,t,z — y) 
> lim(g.t,2 — y) =— (gy 


FE. BUS) ARR RS, eH. H A 的 极 大 单调 性 ， 
Gro fo) € GCA). Bl fo € Azo. (HH f E HNUCAx)D RU CAx 88 
JP. 18 € HNUCAz). FH. WE. 

命题 2 2 WA:DCA) e2” 是 极 大 单调 映射 , 则 A 在 intD 
(A) 上 范 - 弱 上 半 连 续 . 

命题 2. 3 435 A.DOUO—H +2" 是 极 大 单调 映射 , 则 RO 二 
A)—H. Rh IH 到 五 的 和 恒 等 映 射 . 

命题 2. 2，2. 3 的 证 明 可 参看 有 关 的 著作 . 

命题 2.4 ADA =H (27 BRAM. J — (7 
十 4) 是 压缩 算 子 . l | 

证 ”由 命题 2. 3 得 DW =H. FEJ 是 压缩 算 子 . V /€ Az. 
fe Ax FB 

(f— f',x—2x»)20 
因而 
le — rS r +f (r+ fr er") 
< lle + f — G + Ple — r'| 


le — xz s le Hf a HO 
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IRE, XIV z 二 zx 十 JE (I 二 A)(x),z' 一 (十 4)z 有 
|J G2 — J@ ONS lz — z' ll 
mJ 是 单 值 ， 且 是 压缩 算 子 ， 证 毕 . 


二 、Pc() 的 单调 扩张 及 其 连续 性 态 


BC 是 Hilbert 空间 已 中 的 闭 子 集 ; Pe DEC 的 距离 投影 . 

则 易 见 | 
Polat) = B(x,d;(x0») NG, Vre BB 

定理 2.1 Pcl(*) 是 单调 映射 . 

证 V (rx,g)EGCPe), (rT sg DE GCP). BM gEPe(r),g' € 
Pei(zT )， 从 而 由 
(xr — g.r—g)sir—g'.-g) 
(x! — goa’ — g') «i (x! gr — g) 


"^ 


am 


2G. — 2) > lel? — le! 
2 .g' — g) Z lag ll? — lei? 
两 式 相 加 则 得 
(r— rsg — 8) 20 
即 PeC*) 是 单调 映射 .证 毕 . 
为 求 出 Pe(") 的 极 大 单调 扩张 ， 我 们 考虑 下 面 的 集 值 映 射 
Blr) = 由 COCBCzacC +6) NG), Vx€H 
引 理 2. 1 YEH Oen RAE Hy. H og 
COP) C elr) C BG dox) 
证 显然 ， 只 需 证 明 
Po ED, VXxC€H | 
YEH, Wa, €CO| Bl zd; GO L| NG), WHY os % 
| | 


n >m 时 有 x, € CO B| rds 2 | NG]. p CO 
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BCzvdc(z) 十 页 | NORR R BAB r Ww, MY m nET 


| B zdeti | nc| , 故 xs € Be GO. 证 毕 . 


\ 
引 理 2. 2 ” Bcl(*) 是 单调 映射 . 
证 V e>0,g€ BG ds GO +2) (1G,g' € BG dcCr ) t € 
NCA 
lg' — xil ze dg) 之 zx 一 g|? — e 
lg — r'|? > aha’) S r gle 
2(G — g'sx) È lgl — lle’? — e 
24g! — ge x') > el^ — lal — e 
两 式 相 加 则 得 
| (g — g'z — T) >E 
这 样 ，Y fECO(B(2,dg(a) € MG) 
f' € COC(GBG! ,dg(a') + €) NG) 
有 


j= STAB» g, € Blrdelr) +9 NG, 2,4 — 1 
i=] i-i 


f= De g; € Bo dex) +e NG »,un71 
= 


j=l 
A 
Zij — Bi j = 1,.2.7m, i = 1,2,° ,7 
Zi; = Zj» == 1,2,°°°37> j= 1,2.:,m 
则 
f= Dire = 2,2,^M58i 
i=] i=] j=l 
f= > MASS 
i=] j=) 
从 而 
(f m f "IV i x) = ¢ » Ait By -一 EE 一 x') 
i=] j=l 
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一 > Dy EK Bi — Bisa — x )z—t 


i=} j=] 


BV £E COG a. dela +e) NG), f! €CO(B(2' do (Gai 0 e f) 
OK 
(f — fix — xr) > e 
由 于 Y FED (a), f €éc(x') 有 
三 ECOCBCGzdcGz) 十 e) NG). 
P € COGG' doa) +e) N G),Ve>o 
故 | | 
(f —f x—ax)nme, Ve0 
令 s>0， 则 得 | 
(Qf — f',x—2') So 
BB Bc(*) 是 单调 的 .证 毕 . 

定理 2.2 d; CORE Pc(…) 的 极 大 单调 扩张 . 

证 由 于 Do 是 单调 映射 ， 且 是 Pc 的 单调 扩张 ， 若 能 证 dx 
(*) 是 范 - 弱 上 半 连 续 ， 则 由 命题 2. 1 可 得 Oc BRAD. tk 
定理 成 立 . | 

ROR DEH, K Bola) 55 Sp UC), 及 xx 使 

Dor.) -CCzo) 

从 而 存在 J E Be (x, fli f EU GO. BF xx EÀ&dsGOXT x 
连续 得 ,VY e>0 存 在 No, WEK >N. 时 有 

lz, — xl <E, [dcCGxr2 — de | <e 
所 以 

BG, dg (xn) +6) NGC B(zx,,dc;(Cz) 4-39 NG 
由 此 即 得 ， 当 ”> 时 
CO( B(x, dc(G,) + € N 6) CCOCB(Croydc(zo) + 36 N G) 
B, M n>N. E | 
f, € CO(BGydo;CGr) + 32 N G) 


BEALI. AH AR RTE foe HI AE UG. 
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另 一 方面 ，VY e>0. 
fy € CO(BGoidcCz) + 36 N G) 
故 foE Bclzo). 从 而 foE U(xo) 矛 盾 . 证 毕 . 
引 理 2.3 + 
| C; = (x € A: Pola) = dx(x2j 
| Co— (x € Hi Poo) Rx. AF x Bb Pc 上 半 连 续 } 
则 | 
Cg; = Ce 
证 Y x € Hox € Cos Mi Pe lay) — 5G) H F Po Ge hdi 
Poa EGE , Al PcCzo) 必 为 单 点 集 ， 

再 证 Po 在 zo 处 上 半 连 续 , 反 设 存在 Polzo) 的 邻 域 U 及 zx, 一 
rog, € Pola) g, EU. 由 于 D: 在 zo 处 范 ~ 弱 上 半 连 续 ,g,€ Oc 
(Ln) o (onl AR BA IE En gy, A go= P¢ (x). 

由 dolt) >dolxo) 得 

lx, — Ball > [£o — Boll 
WP xz, 一 g, 一 >xo 一 go, BB Hilbert SM HE. Be, 
—>ro— go: AW ge.>go. {AH Z.CU, HecUu. FB. 
反之 ， 若 XoECe， 则 Pc Ga) ASAE Pg 在 zo 处 上 半 连 续 . 下 
证 $c C20) = PcCo) = go. 
”上 反 设 存在 g1 关 8o， g1€ Pclay)s 则 
(gi— gxQ— x 220, Ve’ © Pg) 
由 命题 2. 1A EBERT S HB Crogi) € GCP). BB gi € Pelr), fH. Pc 
(n) =g ERMAR, FB. 证 毕 . 

注 2.1 由 引 理 的 证 明 所 知 , 若 Pc 在 zo 处 是 单 点 , 则 Pc 在 ze 
处 范 - 弱 上 半 连 续 等 价 于 Po 在 zo 处 是 范 -~ 范 上 半 连 续 . 特别 地 , 对 
Chebyshev ÆG, Pe 范 - 弱 连 续 等 价 于 范 - 范 连 续 . 

定理 2.3 对 五 中 的 闭 子 集 G, rE HN\Ce, 则 只 有 两 种 可 能 : 

Dz i HNC 的 孤立 点 , 此 时 当 且 仅 当 Pe(x)==S (zx ,dc(x)); 

iD < 必 位 于 HNCc 中 的 一 条 非常 值 Lipschitz 曲线 上 . 
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证 V x€ HNCG; 若 
Pola) = Sr,d;CGr)) 


出 对 V zC B(x,dg(x)), ZX, 有 
Pole) = d;(z) = z + ds) i = 


Z o t 
z — zl 

即 zECc， 故 是 五 NCe 的 孤立 点 . l 

E r€ HNC;, Pelr) S G,ds(x0), 下 证 必 有 öc WAA 
点 S sf LE Pel). 

E Peo) =Ø, BR. 

d Peo BAR. 如 果 Bc(z) 的 边界 点 均 含 于 Pelr), W Be 
(x)C PG), fit Pelr) =s), F JE. 

E Pc(z) 至 少 含有 两 点 gg 由 于 

Pelr) Æ SCGr,dox)) 
则 存在 f, € 5 Gc do CE) NP). H Ting 1C; GO. id gi 
(gitg2)s HS 
t, = sup {t > 0:83; + t( fy — g3) € Oe(x)} 
则 =g: +t Sog) EBc(z), 且 了 为 Bc(z) 的 边界 点 ， 由 于 
, {gs t+ t(fo — g3):t 20) N SG, dox) = {fo} 
而 oE Pelr), W 
(gs + Elfa — g:):t > 0} N Pelr) = Ø 

从 而 ，.fE Pele}. 

因 j 了 是 gc(Cz) 的 边界 点 ,所 以 存在 w lul = 1. fii fHu € 
Qo. V ADO0, 今 

fi=ft+uJ = (I + Žo)! 
我 们 将 证 明 ， 对 充分 小 的 4>0， 有 
I(x + fp € HNCg 


EKHE WADO, WEA dc CO JS AE C ADI 
ide fi) — del H| <i — fll A A < las 


: 168* 


a, ME Rp 


因此 
|f. A< Fd < Sfi FF dC 


故 
ifa — SES defa) 
由 于 
EGGCz)z 十 FE U-Fdo Cz) | 
故 Jatf=x. 从 而 由 J 是 压缩 算 子 得 
le + —JG-4f)-/fl-lG T -—JG + fall 
« f£ — fill « dea 


所 以 
rtfi-Sa+ fo EC 

xH fi Jit f) € P«GG + f£) 

ifi E 
xtfi€E G+) Jat fa 

得 

x +H fi — Ilat f) E DJa + f) 
所 以 


DCS Cx 十 fad) 天 PoC Cx 十 - Ja) 
即 ， 我 们 证 但 
JG + f) EH\Ce, YOLLA 
RA AEC), W 
JG + fo r, Jæ +f ÆJ + f) 
从 而 .7z 十 廊 ) 非 常 值 ， 由 于 J 是 压缩 算 子 ， 
We + fo Jr AWS MA All = 1A 
BD J Cet Sa ) 是 含 于 H/Ce 中 的 非常 值 Lipschitz 曲线 ， 证 毕 . 
$2.2 ÆG HDA. W DP) =A. WN BN AOR Pc 
的 极 大 单调 扩张 ss 而 只 肯定 Po 的 极 大 单调 扩张 的 存在 性 ， 则 也 
可 得 本 节 结 5 
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注 2. 3 考虑 函数 
Ka) = Tlel 5dr), YrEH 
易 见 
ea) 一 supf(zr,g) — 5lel:g € G) 


KoH 上 的 连续 凸 函 数 ， 若 记 az(z) 为 9 在 zx 处 的 次 梯度 ， 即 
xlr) = {z € Hgy) — gx) Siy—2z.2:Vyv EC H}. 
则 可 以 证 明 ap(z) 是 非 空 闭 凸 集 ， 且 ao(') 是 范 - 弱 上 半 连 续 的 单 

调 上 映射 ， 故 由 命 感 2. 1 知 ，%P 是 Pc 的 极 大 单调 扩张 ， 所 以 
| Wr) = Ösel), Vr€H 
这 样 ， 以 3 作为 工具 来 讨论 ， 也 可 获 本 节 结 果 . 


=, Chebyshev BAY cy 


本 小 节 我 们 给 出 Hilbert 空间 中 Chebyshev 集 是 凸 集 的 一 
等 价 条 件 . | 

定理 2.4 i G Hilbert Bla] H PAY Chebyshev 集 ， 则 下 
述 论断 等 价 : 

(1) G US; 

(2) GESAR; 

(3) G Bibi RS: 

(4) Pc 是 连续 的 ; 

(5) V xE HNG, Pc 限制 在 {x 十 4 (x 一 Pe (x)): ASO} 上 
TE x 处 连续 ; 

(6) G 是 5- 太阳 和 集 ; 

(7) G 是 太阳 集 ; 

(8) Pc 至 多 有 可 数 个 不 连续 点 ; 

(9) Pc 是 极 大 单调 算 子 . 
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= (2) > (3) — (4) > (5) > (6) > (D) > (D 
男 一 方面 ，(4) => (8) FR, FUE (8) > C9). 

Ri Po 不 是 极 大 单调 算 子 , 则 由 定理 2. 2 知 , Ce 一 Cc 天 万 . A 
G 是 Chebyshev 子 集 ， 由 定理 2. 3, H\Co 中 含有 非常 值 Lipschitz 
曲线 ， 与 (8) 矛盾. RR. ORZ, BDEH2.2. Pod, W 
Ce=Co=H, Mii (4) mx. BOSU), TER. 

注 2.4 由 注 2.1 知 ， 在 上 述 定理 的 (4) 和 CO 中 ， 将 连续 
改 为 范 - 弦 连 续 ， 则 结论 仍 真 . 

定理 2.5 设 G 是 Hilbert >W] H RA Chebyshev Æ, Wj F 
述 论 断 等 价 

D G jS, 

ii) de( D EHG 上 至 多 有 可 数 个 点 不 Gateaux 可 微 . 

证 定义 | 

x) = Ll 一 Saba) 


WBA. SM x€HNG,. oC) x Ab Gateaux 可 微 寺 >dc《*) 在 > 
Ab Gateaux 可 微 . 而 当 zEG mp, Br 
apex) = dor) = (1 Co(BG e) N G) 
Jjsr ee, Ero C) 在 xz 处 Gateaux 可 微 : 因此 ， 
H\Ce= ix € Hid; A Pelz))} 
= (x € Hæ x) Æ Pc Ca) 
— (x € H9pGO 不 是 单 点 集 ) 
= (x € HigqC) 在 人 处 不 Gateaux n] fit) 
= {x E HNGiqQCGOD 在 之 人 外 不 Gateaux nf fit) 
= {x E 万 NC:dc() 在 并 处 不 Gateaux 可 微 ) 
又 因为 | 
FINC; = {x € HiPG6€C0 Æ x 处 不 连续 )} 
故 ii) 成 立 < 注定 理 2.4 (8) HDI D 成 立 . 证 毕 . 
注 2.5 cc(z) 在 CG 上 可 能 有 更 多 的 不 Gateaux 可 微 点 , 故 定 
理 2. 5 中 ，(2) KREK "HNG" mp "HU. 
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例 2.1 在 R 中, 到 
G = {(t,0):t € R} 
WV o0 €G,dc GO E zo; (to, O 处 不 Gateaux 可 微 , 事实 上 ， 
取 e 二 士 (0，1)， 有 


dcr, + de) — dom) _ 
r 


dé (zo)(e) = lim 
W de (xo) (e) 一 一 1， 所 以 dc(z) 在 x lib Gateaux 可 微 . 
it2.6 Hilbert 空间 中 Chebyshev 集 的 凸 性 问题 自 1934 年 
Bunt 对 有 限 维 情形 作 了 肯定 回答 以 来 , 至今 已 近 60 年 , BARE 
作者 研究 , 并 得 到 了 不 少 正面 结果 , 但 Hilbert 空间 中 Chebyshev 
集 是 否 一 定 为 凸 集 这 一 问题 至 今 未 获 解 答 , 一 方面 ,对 Chebyshev 
集 加 上 一 些 条 件 ， 甚 至 是 非常 弱 的 条 件 ， 则 可 以 得 到 肯定 答案 . 为 
一 方面 , 对 不 完备 的 内 积 空 间 , Johnson 在 1987 年 构 作 了 一 个 不 同 
的 Chebyshev Æ (Johnson 的 文章 有 非 本 质 错误 ，Jiang 已 作 修 
IE) . 对 于 Hilbert 空间 ， 则 仍 是 一 个 悬而未决 的 问题 .Kies 猜测 ， 
存在 无 穷 维 的 Hilbert 空间 ， 其 中 有 不 凸 的 Chebyshev $. 


四 、 唯 一 远 达 集 的 单 点 性 


该 G 是 Hilbert 空间 H 中 的 有 界 子 集 ， 记 
tec(x) = suBiz — gl 
q(x) = dg € Gilix — gl] = tc(x2j 
对 gEgqc GO. MER 为 C 对 z 的 远 达 点 ，9gc: H2" 称 为 远 达 
映射 XXV zxE 石 ,dc(Cz) 是 单 点 集 ， 则 称 C 是 唯一 远 达 集 . 
命题 2.5 WC RH BJ xeuh$E. WG, COG 也 是 唯一 远 
证 B^. Aut 
tela) = tolr} = tela) V x € H 
下 证 G 是 唯一 远 达 集 . Wb gogla), HEE g € CNG 使 
lx — eil = lle — Zoll = tg (x) 
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Wy RR x —2r—4i 则 对 Y gcG 
lz — gl s lx — gil + lx-—&il 
S Iz — goll + r — gl 2x — gi 
= jz — g! 
iH, AEG igo}, HC 是 唯一 远 达 性 ， 第 二 个 不 等 号 是 严格 
的 ,在 gg 一 so， 则 第 一 个 不 等 号 是 严格 的 ， 故 
[z — ell « |z — gil = 如 (CE)，VYSgEC 
BUG 对 碟 的 远 达 点 不 存在 , 与 G 是 唯一 远 达 集 矛盾 , SCC. 是 唯一 
”再 证 COG 是 唯一 远 达 集 . 反 设 g € COG\G 使 
liz — goll = lx — goll = teír) = tcoc Cz) - 
则 可 设  g'-—AÀg'd-0—24g'5 eis g:€6.4€(0.D. 从 而 
lz — gols Alla — ge + a — Aller — ill 
< max {||z — g'il lle — a’ all} 
sd — gol =te@ 
HH BP EG 
r— gr gh =E Bly 
即 go=g:—2.€G, FR. 证 毕 . 
下 面 将 证 明 , EH 中 任何 唯一 远 达 集 必 为 单 点 集 , 则 五 中 的 
Chebyshev 集 必 为 凸 集 ， 为 此 ， 我 们 考虑 单位 球 的 反 演 变换 
êr = = V r € HW(0) 


=P 
WW 6 E ANOS) H 的 算 子 . 

引 理 2.3 设 S=- SCzor) 为 五 中 不 过 0 点 的 球面 , D ES BH 
\40} 中 的 球面 . 

证 ”容易 验证 下 述 论断 等 价 : 

(1) S=S(Czoyr) 是 不 过 0 点 的 球面 ; 

(22 S= (x€H:i (r—ry r—zxQ) -—r!ij 

rÆ (Los Xo) 
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(3) SHER LEH, a€R, 05a T (o, 0), JH 
S= (x; (x, x) + (v, x? +a=0} 


由 于 
ES= (Er.(ir,x) + (v,x2)d-a-0] 
= {x (Ez Ela’) + Ww, F's’) +a= 0} 
= (20g " yt ity ta=0 
= (x! (a yx!) + (anv, x") + a7! = 0) 
而 


Oz a-— 4 D» Lv) 


— 一 1 PE DENEN 
= ——(a v.a v) 
4 


故 ES fi HN(O)TrRBOERTE- 证 毕 . 

定理 2.6 AH 中 任何 唯一 远 达 集 必 为 单 点 集 ， 则 五 中 的 
Chebyshev 集 必 为 凸 集 . 

证 RI H pE Chebyshev EG ARH, MA rE COGG, 
不 妨 设 zeo=0， 这 样 ， 存 在 ri，zzEC，zi 天 zz， 使 0E (Tir), 0 
EG. 


关于 单位 阅 作 反 演变 换 
fr = Top Vr € H\{0} 
下 面 证明 EG 是 唯一 远 达 集 ， {H EG 不 是 单 点 集 


t(x) = tec(x) = sup{ |z — gll:g € £G} | 
Wi] BCz,£(22226G, HA GS Go1(222,6G) =0. 由 于 0E (2,522) 2K 
0€ (£x, ,£x,). fij Ezi êz: C GC BG t2), ROE BEx,t(x2)0. 从 
ij £BGc,t GODS BRRE ES Gre GOD SNR ( 含 边界 ). 
LAES], WEBCT, tir) DG, BdCES(zst(r)) ,G)=0. 而 
G J&Chebyshev4E | WES Crt (200 1 GE FR AR. 从 而 S (zr tC)? 
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LII E E TERM = 
NO ocn AETI MITES oa scu a HARUM ac AUPE k i ME et 1c 


NEG 为 单 点 ,由 xzEH 的 任意 性 , 66 EmA, [B Er Air., 
M EG 不 是 单 点 集 ， 与 假设 矛盾 . 证 毕 . 
注 2.7 由 定理 2. 6, 若 在 Hilbert 空间 中 , 能 证 明 唯 一 远 达 集 
必 为 单 点 集 ， 则 Chebyshev 集 的 凸 性 问题 可 得 正面 解决 ,， Klee f 
测 将 被 否定 ， 虽然 许多 具体 空间 ， 如 co, ci c (QD) 都 已 证 实 唯一 
远 达 集 的 单 点 性 ， 但 在 Hilbert 空间 中 仍 是 一 个 未 解决 问题 . 
注 2.8 对 五 中 的 有 界 子 集 G， 定 义 Chehyshev 半径 为 
O 一 
G 的 Chebyshev 中 心 为 满足 
sup ic — gl = r(G) 
H6 c€ H. 显然 , WARTEG, C XE H 中 的 Chebyshev 中 心 存 
在 且 唯 一 . Astanch 于 1983 年 证 得 下 述 结 果 : CHA 中 的 唯一 远 
iA, c, r(G) 为 G 的 Chebyshev 中 心 和 半径 , 则 G 是 单 点 集 , 或 
对 Y XElc，gqc(c)) 有 | 
lge) — gg) || >v 2 r€6) 
注 2.9 H 空间 中 的 紧 唯 一 远 达 集 必 是 单 点 集 . 
事实 上 , BG 为 紧 唯一 远 达 集 ， 由 命题 2. 5 知 , 玉 王 COC 是 唯 
一 远 达 集 ， 由 Mazur 和 定理， 天 是 紧 集 ， 从 而 
Qqk; K >K 
是 连续 映射 〈 一 般 qc 未 必 连 续 ) H Schauder 不 动 点 定理 ， 存 在 
g€K, 使 
qrg) =E 
KK 为 单 点 集 ， 所 以 G 更 为 单 点 . 
最 后 ， 我 们 介绍 Asplund 关于 Klee 洞 的 结果 . 
定理 2.7 Hilbert Bla] H 中 ， EEA h Chebyshev Æ, W) 
H 中 必 存 在 Chebyshev 集 ， 它 是 非 空 有 界 开 凸 集 的 余 集 . 
,证 XPG RH ALS Chebyshev 集 ,不 妨 设 OECOGN\G, 考 
£x 一 Tel Vx€ H\(0} 
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由 定理 2. 6 的 证 明知 ，éG 是 唯一 远 达 集 ， 但 不 是 单 点 集 ， 令 
t(x) = te (x) | | 
C= (x € Hx) Z tly) +1} 

AK'By€eH, &Ífi]okuE HNC J&dEz8 ROT GE. 

易 知 ，Y AE LO, 1] 有 

B(x,r) N Blz,s) C BAr + 0 — Adz ar + G — 23) 
H GC BG,G), GC B(zyt(z)) 得 — 

B(Ax + (1 — àz, At (z) + C1 — AG) DEG 
故 
tz (,— 202) & AGO + (1 — AEG) 
X 
B x) — ty) | < llx — vl 
所 以 #(z) 是 连续 凸 画 数 

又 因 有 xyzzEG, 使 0E (21,22), AOE (Ez, F22), FOE 
Slr, liz , 故 sriyers 中 至 少 有 一 个 ,不 妨 设 为 ErzEBGCz |x|), 
故 BCz,zlDsec, 从 而 上 xz) 二 zl， 所 以 

HNC = (x € Hit(z) «tC +1), 

是 互 的 非 空 有 界 开 凸 集 . 

现 再 证 C E H Ay Chebyshev f. V x€ HNC, > 

bG) = [(CGCy) + Dx — GG 9-1 — £09 G2 Vt) 
则 

lol —9GO0ll = £62 —1 


其 中 
qx) = q(T) 
由 | | 
— t(bCz)) = |b) — ¢S@)) | 
zB — q(x) =t 1 
Al 


blr) EC 
下 证 Pc(x)-—bÓx) 
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-= -— 中 ee, S M I ceo WP oo PAR ess 


EP z€C.|x—zlxlz—b5 GO ||, AF 


ty) + 1 — tlr) 
t(x) 


=i(y) + 1 — tlr) 


|x — ewl = lz — q(x)l 


UR 
lz — z| <<tQ) 47 1 — tlr) 
则 | 
t(z)= |e — q GO] < le — xl + lx — ge) | 
< le — cil lx-—2eGol 
< tiGy) 1 
mzec, Mina 
Wz — x tax ~g) = lle — xll + Ila —g@)l 
iz — q(z)] = lx — «Gol 


H H HERDER EG 的 唯一 远 达 性 ， 得 
z — x = Ax — g(z)),g(z) = G(x) 


于 是 
ty) + 1= tlez) = lz — qg) 
= (1 + Alle — q(z)|| 
= (1+ A) lz — q(x) 
= (1+ A:(G) 
故 
Hp z-—b(r), 至 此 ,我 们 已 证 得 PeGO —5€. BD C Æ Chebyshev 
集 . 证 毕 . 


注 2. 10 ”由 于 Klee 猜测 H 中 存在 不 凸 的 Chebyshev 集 ， 所 
以 Asplund 称 C Jy Klee fal. 5g $82. 7 it BH zy Klee 猜测 成 立 , Du] H 
fj Klee 洞 ， 是 Chebyshev Æ, XJÉJEZUÉ FIT ERU E. 


第 三 节 不 光滑 空间 中 
Chebyshev 集 的 凸 性 


空间 的 光 清 性 保证 了 存在 性 太阳 集 必 是 凸 集 ， 因 此 Cheby- 
”shev 集 的 凸 性 可 通过 确定 它 的 太阳 性 来 解决 , AX 不 光滑 ， 则 
Chebyshev 集 凸 性 研究 就 比较 复杂 ， 即 使 在 有 限 维 空间 也 存在 一 
些 至 今 未 解决 的 问题 . 


一 、 有 限 维 空间 中 Chebyshev Sep htt 


对 于 有 限 维 空间 ， 由 于 任何 闭 集 都 是 有 界 紧 ， 所 以 ， 任 何 
Chebyshev ERER. BX 不 光滑 ， 则 太阳 集 未必 蚌 上 同 集 . 

例 3.1 X= { (x4, y: zs yER} 

Icey) = maxtixi. iy 
Bp X =22.. M 
= (G,iycarbu (G.iyz2x) 
则 易 知 G Bh Chebyshev $% 

定理 3.1 设 式 是 有 限 维 空间 ， 则 下 述 论断 等 价 : 

D X 光滑 且 严 格 凸 ; 

ii) 文中 的 任何 子 集 C，C Æ Chebyshev ROG 是 闭 凸 集 . 

证 ”1 一 11) 

由 于 有 限 维 空间 中 的 Chebyshev 集 必 是 太阳 集 ， 而 X 光滑 ， 
故 G 必 是 闭 凸 集 ， 反 之 ， 因 有 限 维 空间 中 的 任何 闭 子 集 必 是 有 界 
B. Bh X 严格 凸 必 得 G 是 Chebyshev f£. 

ii)=> i). 

由 每 个 闭 凸 集 必 是 Chebyshev yn] Sih X 是 严格 凸 , 下 证 
X 是 光滑 的 . 为 此 ， 由 第 二 章 命题 2. 5， 我 们 只 和 需 证 明 ， 每 个 B 太 
阳 集 必 是 凸 集 , 所 以 , 我 们 只 需 证 明 , 每 个 B 太阳 必 是 Chebyshev 
集 即 可 . 


设 C 是 X PH BRE, WC 是 存在 性 集 . 下 证 VzEXNC、， 
Pel oĊ EER, Mi Pc(z) 不 是 单 点 ， 则 存在 go E€ Po (at gy € Pc 
(27x 一 go)， 从 而 VY gig. gi€ Peg | 

22 — Bo — gill <le — gl + lx — ll 
= 2|x ~ goll = dc(2x — 82 
tk gE Po r~g) AIS, Pro X 光滑 .证 毕 

定理 3.2 # Banach 空间 X (AMA PEE) 中 每 个 Chebyshev 
TEn, MX 的 闭 单位 球 B 的 是 露点 都 是 光滑 点 ， 其 中 ， XoE 
S FR B 的 暴露 点 ， 如 果 存 在 xz* €s'q 

Xz0) > x* Cx) Vx € BNr} 

WE Ri B GAPE To 但 zo 不 是 光滑 点 ， 则 在 zo 处 

FEXR zl. cx 使 

ay (a) > ai TT (<)> r (z) YY rE BN} 
H ri 与 zz 线性 无 关 . $ 

G = (x € Xr (x) 20} U {rE Xixi(x) SO} 
则 易 证 C 是 不 凸 的 Chebyshev Æ. 证 毕 

注 3.1 定理 3.2 说 明 B 的 暴露 点 必 是 光滑 点 ， 是 使 每 个 
Chebyshev 集 必 为 凸 集 的 必要 条 件 ， 但 是 否 为 充分 条 件 的 研究 则 
相当 困难 . 目前 , 当 dimX 和 4 时 , 已 证 明 召 的 暴露 点 是 光滑 点 是 广 
中 每 个 Chebyshev 集 必 为 凸 集 的 充分 条 件 , 14 dimX > 438 Reiz 
今 未 解决 的 问题 . 

注 3.2 例 3. 1 说明 空 间 的 光滑 性 对 Chebyshev fi ^ #2 r 4E 
是 重要 的 , 但 并 不 必要 . 当 dimX 之 3 时 , Brénsted 已 举例 说 明 存 在 
不 光滑 的 Banach 空间 ， 其 中 每 个 Chebyshev 集 都 是 凸 集 . 值得 注 
意 的 是 , A dimX 和 2， 则 光滑 性 也 是 Chebyshev 集 必 是 凸 集 的 必 
要 条 件 . Mj n—dimX —1m BA. mj24n-—2B], 由 定理 3. 2 知 , 若 每 
个 Chebyshev 集 都 是 凸 集 ， 则 B 的 梭 露 所 必 是 光滑 点 ， 由 此 必 可 
Sul X 是 光滑 空间 . 
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— L (Q, X, y) rh E Chebyshev 集 的 了 凸 性 


首先 我 们 给 出 一 个 紧 Chebyshev 集 必 是 凸 集 的 条 件 ， 其 证 明 
可 参看 有 关 文 献 . 

定理 3.3 if X ER Banach FH, A B*' 中 的 端点 全 体 extB' 
在 S 中 弱 * 笛 , 即 extB” *DS*, Wu X 中 任何 紧 Chebyshev 集 必 
Fe 4 T 

另外 , 车 X 是 有 限 维 空间 , 则 X 中 每 个 紧 Chebyshev 集 都 是 
fh S>extB* E S pA. 

下 面 将 给 出 2C2,z,A) 中 每 个 紧 Chebyshev REE DRK 
和 条件, 其 中 (2,3,/j 是 任何 有 限 或 无 限 的 可 列 可 加 测度 空间 (未 必 
是 o -~ 有限 ). 由 于 若 dqimZ = 1, 则 显然 每 个 Chebyshev 集 是 凸 集 . 
因此 下 面 总 设 已 C2,3,A) 为 维 数 大 于 1 的 实 Banach 空间 . 

定理 3.4 若 (0,5,x) 存 在 原子 ECS, Wü LO o. NU 
L,CQ, 3,0 PEREA AHS Chebyshev £. 

证 ph PF dmLlÉ2. BATE EC€XE. de 

E, QNE — Q0 uE) «x oo 

Ay C> OR CoB) E CO. EE X. 


1, t€ E 
P(t) -lc te E, 


Q(t) 一 | 
0. t€ QE 
G == (ag, 4€ [0,1]) ,G;— (a5 :a4€ [0,1 ]} 
' G=G, UG, 


MG 是 不 凸 的 紧 集 . 下 面 证 明 G 是 Chebyshev $ 
V e€ LG, W 
pl —C,, QER 
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in 
从 而 Y e€ [0, 1]. 
lp- epl = | Ci -aldu + | ip—aclde+| , Ila 


ANE UE) 
这 样 ，V aa", a€ [0.1] 有 
le— eal — le— a*g| 
> je—e'is(E) —Cle—a*|pCE) 70 

W Pon —a'g. 

Ba. € [0. 1] 使 

la, +C | = min ie + C| 
E[0.1] 

同 理 可 证 Pc, (9 Sa, p. 

注意 到 

dc(O) = min {da (oido, (9)! 

下 面 分 三 种 情形 考虑 : 

a) 若 do, (9) «do, C9) W Po CQ) —a'g 

DE dc, (9) «dco, Ce) Mi Pel) =a, f 

OF de, (9) 一 dc,(9), 则 分 C1 之 0 和 Ci<0 来 考虑 : 

dC; 20, Wae. =0. HOEG,NG,0€ Pao, 由 于 Po (9) 二 

ag. Bla" 一 0. 这 样 ， BUT Pop = 

| 车 CI<0， 则 “一 0， 同 理 可 得 ae, 一 0， 所 以 Po Cop) 一 0. 

综合 a)， b?» c) 得 G fi Chebyshev Æ. 证 毕 . 

定理 3.5 车 (Q,3,4) 没 有 原子 ， 则 (QQ,3,y) 中 的 紧 
Chebyshev Æ% W- |y fE. | 

证 由 定理 3. 3， 我 们 只 要 证 明 

ext ' DSi 


下 而 分 (Q,3,p) 是 有 限 ，o -有 限 和 一 般 情 形 来 证 明 . 
a) (0,2, 0 ÆA SR AU TARE. 
BOO, XIJG. 在 在 A; AES, 使 


BCAQ = BOR = $2402. A 1) A, = Z,A UA = 2 
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由 归纳 法 不 难 证 得 ， 对 ?2 一 1，2，…， 存在 Al, “ Ain © & 使 
AP QA = Sot, j= 1,250.2", FZ 

MCAT) —27p(00, i 1,2,7,2" 

A U AR, = AD, i1=1,2,..,2" 
定义 人 上 的 广义 Rademacher PRX JI 

{ ol, : f 

fs æ I- i5 
Wf} de Le (2, 0 ERIE ZCI, HU CS CU COD). BE 
LG, ,0 rf | 


fn—>0 (n—-co) 


ATE Lo CQ, 1) A 


f,—+0 (n — oo) 


由 此 可 推出 所 有 取 值 为 {0，1， 一 1}) 的 可 测 函 数 均 属 于 extBZ.“. 
X, V f f,€ extBe ” ， 必 存在 fn1EextBe, Ja EextBr, 使 
fu fs z = 1,2 
TE Fart Foe) BUEN (0 1, —1) RE Uu AD CERBE ， 


BibL, Gh fo € extBL^. Bai BE 包含 了 所 有 系数 为 取 自 
(1, 1) 中 二 进 制 有 理 数 的 简单 可 测 函 数 ， BK 
extBy ` D Br, 
b) CQ, 2,1033 o -有 限 情 形 
设 Ais wees Ans “ES, A CA,) «oo, 使 
Q —UA, 
RV z'€ SZ, xr'mHjME-—539' 453 
U(x" 1 Lys) 
= (y' € L'i|ly' 2 — x' (x)| <E, = l,m} 
HF pC Ü AD ->0 (n>), MEn, f 
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lz) U Ai < 
pnl 


A| UA, 3, —-XA 
i=} 


I; = xa. = 1.2,'7,m 


zr, € LA EnD =Y 


TT = x" | ca", uo 
Wir'€ CL, (At, Z, w)"- 由 a) 所 证 ， 存 在 ze €extBy 使 
XT D — ei GO | X H e,i m Beam 
显然 , 可 视 Y XLO, X. 20 的 子 空间 , Ma BAS — SEXE ER A, 
存在 Xe EextBi,， 使 | 


Xo ly = To 


所 以 | 
(Xo — x*)(x,)| 
«Gg — wa, 一 五 )| + [ed — eG 
<2llz, — zl + te 
1 1 3 
<2- 7Et TET 4° 
即 


Xo € U(x* 3215777 T2 


extB;z " D Sz 
c) 一 般 情形 
设 z ES ， 则 存在 i») CBL. W% 


T (y) >l, 1 — OO 


d 
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A, — (t€ Qi; y; ~ 0} 
BOSE c" ASS” 邻 域 
U (x* i21, ,24,5€) 


= (iy' € Lr i|lCy* — x00 | < e,i = 1,2,*,m] 


B= {ECN x) #0} 
A, = (UB) U (U AD 
WO, Xo sp te o HERB. RP XD. 
4 | 
Y = {pE L, u): pa) = 0. t € QNO, 
WY 是 ZC(Q,3,p) 的 子 空间 , HEY-—L M, Xe £D. WIS 
zr'|Y, War € Br. Hb) 所 证 ， 存 在 xz? €extBi, W 


[zr (x) — Xi lp) <e, t= 1,2,¢%+,m 


则 ag € extBr OH 


MEY G-1. 2, m). H 
la’ (aj) — x; G| «6, ¿i= 1,2, m 
BU co CUCr*; xi, co Zm; €). 所 以 
exB; * DSi 

证 毕 . m 
推论 3.1 设 (2.3,A) 是 任 一 可 数 可 加 的 正 测度 空间 , 则 实 可 
RARE 8] LG. X.2 中 每 个 紧 Chebyshev ERE DESA, 
2 /0) 无 原子 或 dimZ (R, E.) = 1. 

推论 3. 2 de Lila, b]. Lila, +), (一 eo, b] m. 每 
个 紧 Chebyshev 集 都 是 凸 集 . 
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et mn a o ae a a $ rE 1a o a ae a 


推论 3. 3 LL PARTE AR IHRE Chebyshev 集 . 
注 3.3 由 定理 3. 2 易 证 .车 dimL B2. HOO. 208 CT M 
LR, WEAR PY AY Chebyshev Æ, 
EXE BEES ORE. WI 
i/u E). LEE 
AO S 5. ONE 
是 Bi 的 暴露 点 ， 且 
| l EE 
0, EINE 
gU =i, VER 


|. ME) +g Oda » 


A % 是 Bi 的 一 个 不 光滑 的 暴露 点 ， 从 而 由 定理 3. Zt. 1102.2, 
上 中 有 不 凸 的 Chebyshev f£. 
另 一 方面 , HOS. OER, WE, 没有 暴露 点 因此， 若 
能 证 得 定理 3. 2 的 道成 立 ， 则 LOO. 2, HAEA Chebyshev 集 
都 是 同 集 . 或 者 ,车 我 们 能 证 明 1, (0.2.40 rRTETEA CSI Chebys- 
bev ECO. IS, O 无 原子 )， 山 在 dim 六 二 co 有 时， 否定 了 定理 3. 2 的 
在 (2 有 原子 的 情形 ,定理 3.4 得 到 是 更 强 的 结论 ,存在 
Ag As oy Wy Chebyshev fE. 


pi (G) = 


L) Q Adu, YEE Br 


第 四 节 ”评注 与 参考 文献 


第 一 节 中 的 有 限 维 欧 六 里 得 空间 中 Chebyshev 集 的 凸 性 首 
Joi Bunt - PRUE. 尔后 有 众多 文章 进行 这 方面 的 研究 , 这 一 节 的 
Ay A EH Efimov, Stechkin ?!, Klee fq] VlasovC? 5 ， 也 
可 参看 Braess "Al Giles? 的 著作 中 的 有 关 章 节 . 28 T 3x77 ulii Ir] f 
充 历 史 和 进展 可 看 Deutsch 让 的 综合 报告 . 


第 二 节 中 的 关于 一 般 单调 映射 的 材料 可 看 有 关 非 线性 方面 的 
著作 ， 如 游 兆 泳 等 “7. 距离 投影 Po 的 极 大 单调 扩张 Bo 是 由 
Berens'* fj] Franchetti，Papinil5 引入 并 研究 的 ， 其 中 和 定理 2. 3 则 
属于 Westphal, FrerkingU?!. 34:2. 3 中 的 函数 2 是 由 Asplundt23 引 
进 的 ， 也 可 参看 文献 [28]. 

Hilbert 空间 中 Chebyshev 集 是 凸 集 的 等 价 条 件 中 ，(2) D 
和 (3) > C1), (7) 2D 分 别 属于 Klee!) Efimov , Stechking'. 
(4) 1), (5) > (6) —D NH 文献 [24] 和 文献 [2]，(8) => 
1) 是 由 Balaganskiit 中 得 到 . ==> (9) 取 自 文献 [28 |. 

Chebyshev 集 的 PERME 远 达 集 的 单 点 性 的 关系 选 目 
Klee", ifj Klee 洞 的 结果 则 取 自 Asplund”). 注 2. 8 的 详细 讨论 可 
看 文献 [3J. 

关于 内 积 空 间 中 存在 非 凸 的 Chebyshev 集 的 例 的 讨论 可 参 
看 Johnson! Fy Jiang py 3c i. 

第 三 节 中 的 有 限 维 非 光滑 空间 中 ，Chebyshev 集 的 凸 性 和 空 
间 几 何 性 质 的 关系 的 讨论 选 自 Bréndsted ^. 关于 单位 球 B 的 暴 
露点 是 光滑 点 是 Chebyshev 集成 为 同性 的 充分 性 ， 当 dimX<3 
时 , 由 BréndstedP!? grip; 当 dimX 一 4 时 , M h Brown Brig, 其 
中 每 个 Chebyshev 集 都 是 凸 集 的 非 光 滑 空 间 的 例 也 可 看 
Bréndsted 的 文章 . 

关于 紧 Chebyshev 集 的 凸 性 研究 取 自 Tsarkov 72 859 Sc. 
Tsarkov 研究 了 更 一 般 的 情形 . 
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第 六 章 JL Chebyshev FE 


Mar pk. Pee ea Banach 空间 XX AE a ee UN 
Chebyshev f£. 简单 的 例子 说 明 ， 对 一 般 的 团子 集 G，G 未 必 为 
Chebyshev 集 ， 这样 人 们 对 使 胶 佳 逼近 唯一 存在 的 关中 的 元 的 
H” WARA TAER MASLA TILE Chebyshev 集 的 概 
— 4. 1963 年 , Stechkin 证 明了 一 致 凸 Banach 空间 中 的 任何 财 子 集 
都 是 几乎 Chebyshev 集 , 并 提出 了 下 述 问 题 : 局 一 致 上 Banach 3 
间 中 的 每 个 财 子 集 是 否 都 是 几乎 Chebyshev Æ? 直到 1978 F., 这 
一 问题 被 K. S. Lau 彻底 解决 . 本 章 第 一 节 给 出 几乎 Chebyshev 集 
的 基本 概念 和 性 质 . 第 二 节 介 绍 关 于 几乎 Chebyshev 集 的 
Stechkin 定理 和 Stechkin 问题 的 研究 ， 第 三 节 . 我 们 给 出 几乎 
Chebyshev Æ HEr -— JLE K - Chebyshev SE MEAE. 


第 一 市 ”几乎 Chebyshev 集 的 概念 与 性 质 


在 本 节 及 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 总 是 设 X 是 实 Banach 空间 . 

定义 1.1 设 F 是 X 的 子 集 ， 若 Y EF 及 x WERU, 
U [| APAD, MEF SRR. 

显然 ,f ERB PF ROBHfE— V xEF 及 工 的 任何 开 
邻 域 U， 存 在 开 集 VCU EV OF = 2. 

定义 1.2 设 4 是 X BT E. 若 44 是 可 数 个 朴 朗 集 的 并 ,， 则 
称 A 是 第 一 纲 集 . 

关于 朴 朗 集 ， 有 下 面 显然 的 性 质 ， 

命题 1. 1 ZG FCACX.X FJj&A'BBISR.XNA AM 
Se, WF 也 是 X PAY oi BAS. 

WG RX 的 闭 子 集 ， 定 义 
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Qc — (x€ Xi. Pela) BABA) 
Ec; — (x€ X, Pelx) Æ$} 
Ug; — (x€ Xi. Pela) P8 — 0 
定义 1.3 设 G 是 X 的 闭 子 集 , XNQc 是 第 一 纲 集 , ERG 
是 几乎 半 Chebyshev FÆ; Æ X\Ec ERAR, MEG HILFE 
存在 性 集 若 XNUec 是 第 一 纲 集 ， 则 称 C 是 几乎 Chebyshev X. 
显然 ，G 是 几乎 Chebyshev BOG 既是 几乎 半 Chebyshev 集 
又 是 几乎 存在 性 集 . 
定义 1.4 设 4CX, GANQ TE A PH, 则 称 G 是 4 PH 
Æ Chebyshev 集 . 特别 地 , 若 4=X, 则 称 C 是 稠 半 Chebyshev $. 
定义 1.5 设 4CX, 若 Y zE4,z 在 G 中 的 任何 极 小 化 序列 
均 有 收敛 ( 弱 收敛 ) 的 子 列 , 则 称 G 是 A 逼近 紧 〈 弱 逼近 紧 )， 特 
别 地 , d XNA 是 第 一 纲 集 , 则 称 G 是 几乎 逼近 紧 ( 弱 逼近 暴 ) 集 . 
命题 1. 2 设 X\4 是 X 中 的 第 一 纲 集 , G 是 4 逼近 紧 集 . E 
G 是 4 中 的 稠 半 Chebyshev Æ., Mj G 是 几乎 Chebyshev 集 . 
证 Pc (00 x5 | i 
D(a) = diamPc(x) = sup{ || g, — 82 | :gog; € PcCz)} 
否则 ， 4D (x) —0. 再 设 


F, = {z € XiDG) >=) 
则 | 
rt E Que Dlr) = 0r E XN UF, 

首先 证 F, 门 4 在 4 中 相对 闭 . BSE, WV ue FDA. zo 
ECA, t> HTG 是 4 通 近 紧 ， 知 Pelri) 紧 (二 1,2,…),， MK 
而 存在 gigi € Por AE 

eee | 之 一 

由 于 

dg) S || xe — ge il s dg — ml + dx — ze |l 
故 
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lim || ge — zo || = delzo) 
BU (gi) R& zx 的 极 小 化 序列 . 由 xo€ A RG 是 4 通 近 紧 知 , 存在 子 
列 ， 不 妨 仍 记 为 {g;} 使 
Ze > go € Po Gr) 
KME FETI g) tE 

£i -> £o E P(xo) 

i 

Dx) z la ~ gol >= 


Bl r,€ F.A. WENA 在 4 中 是 闭 的 . 
Pi Bic f, 门 4 在 中 是 芍 朗 集 . V roEA4A 门 ,及 zo RUE 
何 开 邻 域 Ulz. 因 ANQ 在 A 中 稠 ， 故 
UCr) N CAN, N AD x SD 
Ait F.(1A 是 A PROBES. 由 命题 1. 1A. POA TE X 中 也 是 
BASE. BEI | 
XWo C OGNI U EU CF, N AD 
是 第 一 纲 集 ， 即 G 是 几乎 Chebyshev f£. 
推论 L1 若 G 是 X HKEE E Chebyshev Æ, 则 G 是 
几乎 Chebyshev ££. 
命题 13 设 X\4 是 第 一 纲 集 , CHA SioB RIA T See 
a G 是 A PRB Chebyshev FÆ, W G 是 几乎 Chebyshev F 
证 iH T GA uf. Mie ia CB". VY gu g EG. 
gig FETE xi AE 
r;(g Æ ri E2) 
事实 上 ， 由 的 可 分 性 ， 可 设 
(ge 
REC 的 可 数 笛子 集 ， 下 面 归 纳 选取 (zzr bY. 
Wri EB' 使 


aU Gi 一 g) = = |g.- zg | 
然后 取 xz +23 €B 使 | 
zr; (g3 — £1) = | gs 一 £i x3 (ga o— 2) = | 83^. £2 | 


以 此 类 推 , 则 易 知 ， MA 使 V go g; GT D. FA at 使 
zi legi BP = ler ge Gp 


x. Vg, g EG, oe, 并 设 
Si "BE Zi, > E, p -> CO 
从 而 
sup lai (g — g)| = lim sup En (gi, 一 £j) | 
> lim | g, — gl = lg- z| 
故 必 存 在 xi (Ei 
xi xl 
定义 
F,, = (x E A; sup z/(g) — inf 27 (g) 之 l| 
gE P5 Co m 


M zeQcn4aezeAN Ü Fom 下 证 忆 * 是 4 中 的 相对 闭 集 - 
V mxEF ,zzocE4, 因 PeGCo 是 弱 序 列 紧 , 故 存在 gi» g 
€ Po Gy fi 
| x? (g) —z (Dm — 
类 似 于 命题 1. 2 的 证 明 ， 不 妨 设 
gun € Pelto); £— Bo € Pola) 
" | 


其 * n 1 
Lë (go) 一 Xr Bo) 之 


所 以 zoE Fim> BB ,mn 是 A 中 的 相对 闭 集 . 

再 证 F n ERE. EXE, V ce Fim Bx 的 任何 邻 域 U， 
由 于 G 是 4 中 的 稠 半 Chebyshev 集 ， 存 在 TEU (zo) 门 4 使 XE 
Fn， 故 Fn 是 4 PRI RBIS. HH]. 1 知 ，F,.n 也 是 XX 中 的 朴 
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PASE. SS ae BO. 2 的 证 明知 ，X\U 是 第 一 纲 集 ， 故 CG 是 几乎 
Chebyshev 集 ， 证 毕 . 

推论 1.2 设 是 X 中 的 可 分 弱 通 近 紧 的 笛 半 Chebyshev 
f. Wi C 是 几乎 Chebyshev ££. 


第 二 节 JL Chebyshev 子 集 
一 、 严 格 凸 空间 中 的 几乎 Chebyshev FÆ 


引 理 2.1 RGRX 中 的 子 集 ，X BPH. MQ HEX 中 
fa. BD G 是 稠 半 Chebyshev 集 . 

证 V € X. KR Pelen) AË, V goE Polri), d cox 
4-01—2g,e«€(0,). FRE Pc) =g>. 事实 上 ， PTE 2 EG 使 
Ile- g] < lrgol 

则 
| xe — g | 一 ‖ ze — c4 x—&l 
«lr-—snxli-dlrz-—szl 
< 人 (一 oz 一 go t«lx-— gel 
= || ro~ go || 
与 g; € Por F JB. 证 毕 . 
下 面 的 定理 给 出 了 严格 凸 空间 的 笛 半 Chebyshev 子 集 的 特 
征 刻 划 . 
定理 2.1 X PRS X 的 任何 闭 子 集 是 稠 半 Chebyshev 
子 集 . | 
证 ”必要 性 由 引 理 2. 1 所 给 ， 下 证 充分 性 . 
反 设 X 不 严格 丁 ， 则 存在 ri ，zrzES， 使 


I plata) =1 
& loda. BL EB d 


r'Gn)c |x i) —1 
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则 集合 | 
G= {gE Xix (p —1) 
不 是 笛 半 Chebyshev TÆ. 

事实 上 ，Y XEX\G， 则 

a = x*(x)xl 
A 
yi =r + O — a)r, i= 0,1,2 

WH x €G AM, y»€GG-0.1. 2. mpm E HB Vr T EE PRU 
Al. yE PcCr2G —50,1,2), W Qc TE X PARR. TEE. 

定理 2. 2 i) 严格 凸 Banach 空间 中 的 任何 通 近 紧 子 集 均 为 几 
3E Chebyshev @. 

ii) 严格 上 山 Banach 2 fa) P 8 4£ {ay uf 4} S838 EAD JL 
Chebyshev FÆ. 

证 ”由 定理 2. 1 和 命题 1. 2，1. 3 可 得 .证 毕 . 


一 、 一 致 凸 空间 中 的 几乎 Chebyshev 子 集 


为 给 出 一 致 凸 空 间 中 的 几乎 Chebyshev FE. 我 们 先 来 证 明 
几 个 引 理 . | | 
引 理 2.2 Ut X R— Wed Banach Fi, Oel, + 
MG) = {x € X: |z] 21} N B(oxo1— a + €) 
Hj lim diamM,. (x) = 0 Æ r€ S 上 一 致 成 立 . 


证 由 于 M.(zo) 关 于 a 是非 增 的 , KROS. 为 简单 
起 见 ， 我 们 将 原点 移 至 ar, Fic 
M(x.) = {x EX; | r tax | =1} AN BO,1— a+ e) 
RRA d.>0, 使 
sup diam[ Me (x) ] > 24,72 0, WM 6&0 
由 于 对 Y TES 有 
Lo = (1 — e)x, € Mi) 
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故 存在 y; € M2 Cr fli 


| xo— y || => d, 


显然 
]—ezi]|l»ylsl-—e-ce 
今 
— ded 
H7 d» dp 
则 
ly = zl =1—e 
Il» —»l = ail — Wall «e 
HM 0e d, 时 
lx yl 2 lr ml — ll» — yl 2d — e> Sa 
从 而 
| | lj 
lay toll 21 ul i-e 27° | 
EE 


HP Ole) ke X BIEN. BK 


| yi + ex, || < |y »oll + | yo + ex, | 


| 
一 l yi — doll 十 joo pL 


<et ly l[i- 7-5] LÁ Ex 
a | lg 
<e+ ü—-20-ci—:2lzl]-2|2^ 
|| xo | 


r 


| Lo || 


da 
=e+(1— 2a) + 2a — 2a] 27° 
i 
2 


| xo Íl 


一 上 十 1 一 2c0 do 
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从 而 ， 当 e>0 时 
Hoy + exl <1 
E y EM? (ro FE. 证 毕 . 
XX PHRIFRBC, EX, EM 
ox) = Bla.dg (a) +e) NG, € 0 
D,(x) = diam P(r) 
DjCx) = limD, zr) 


Fi = {z € XD) 之 


3 |m 


j 

9|382.3 ix X Æ Banach 空间 , CH. Mj F: Æ X HATH 
(n=l, 2; cee), - ‘ 

证 V {24} CFi, Xp mals E 设 

d, = dox), E = 0,1,2,°"" 
iv E> 0, 存在 ky 0, 使 当 k>k, 时 
lx — xl me 
故 
di S do + || r; xo | «d, + e. k > ko 
这 样 
Bl xd, + 


由 此 可 得 


ae B| x, d, 十 Le C B(x,,d, + €) 


| PĒ (24) C PEC) 
从 而 
DG) 之 Di Gi) S > 
所 以 
DG) 之 一 


Aare F2. FO X PRP. urhe. 
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定理 2.3 设 X 是 -- 致 凸 Banach 空间 , G 是 X 的 闭 子 集 , 则 
G 是 几乎 Chebyshev FÆ. 
Ko = (x € X1D,(12 = 0j 
则 Us 二 Ko， 事 实 上 ， 由 于 VY EK 
Pela) C PEC), Ve>oO 
故 
diamPs Cr) xi limD,(x) = 0 
从 而 Poelx) 至 多 是 单 点 集 . 另 一 方面 , V m1. Bc € PE GO , Si 
x, € PRG. k>m 
而 由 D.(2)=limD.(2) = 0 Fil, {2m} tz Cauchy Fil, fit xx 
UcD Ke 
由 于 Kc 一 X\U Ft, BRA AED FY EX RERBA. 
由 于 Pee. A. RRB, Vere FF. Ret WE 
U=U(0), Ra>o fii B(O,a)CU. V &0, ec, H2 382. 2 知 ， 
存在 0270, V x, € X, | Xo | =a, 及 0<0< 一 0o 有 
diamM;Cz,) « E< 一 


从 而 ， 由 dcCO 14. FFE g EG fF | ge 二 1 十 6 


令 


81 
TX] 一 8 uq 
! ll g dl 


W z | =, n EU HY 093, B 
A 
PE(z)C M; (2) 
事实 上 ，V g € PE Go II 
。 197 - 


| g | 宇 dc(0) 二 1 
由 于 


dea) S |as agal = «Eg 7 el 
= |g | -a@a<1l4+d—a 
ak 
lg — xi ll si dex +6 
—1-28-—a-143,—2 
所 以 PECzDCMs C), A 


diamP2(x,) < diamM; Gr) < e < + 


故 
D, Gr) = lim diamP,?(z,) < 一 
—0 


Bn EF Brn EU. BH. Fi ERDE. XU. Kc 是 稠 Cs 型 
4E. BUG 是 几乎 Chebyshev FÆ. 证 毕 . 


三 、 局 -一致 止 Banach 空间 中 的 几乎 Chebyshev 子 集 


在 局 一 致 凸 Banach 空间 中 考虑 几乎 Chebyshev 集 问题 要 比 
一 致 凸 空间 情形 困难 .本 小 节 主 要 证 明 自 反 的 局 一 致 凸 空间 中 的 
任何 闭 子 集 都 是 几乎 Chebyshev FÆ. 为 此 ， 我 们 先 证 明 几 个 命 
题 ， 它 们 不 仅 在 这 里 起 了 关键 的 作用 ， 而 且 在 非 光滑 分 析 理 论 研 
究 中 也 是 非常 有 用 的 . | 

命题 2. 1 (Ekeland 变 分 原理 ) | ÁO ',d) 是 完备 距离 空间 , J: 
X-R (eo) FE Fea eA, H 

inf{f (x):r € X} >— co, f $É4- oo 
FeO, x€ X 满足 
f Gn) xinff(ir) + e 
WV AO, FE xz:EX 满足 
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i) JG E f Cr) — edd Cx, 23) 

H)  d(x,,x,)«1/AÀ 

UH) V Xr xf irj)—tAd(r,x 

证 ”递归 定义 te 如下: 

a) Ug == Xo 

b) 4a, BA. Di] 

D M4 fa) > flu) — ded (xu, Y xu, B] 
Unti 77 M, 

2)8 WX nyi € A, fii 

fai) 一 inf fx) S SELF) — inf f]. 
z€A, Z x€ A, 


其 中 
A, = (x € X: f(r) S fO) — Aed(x,u,)) 
由 {4,) 的 定义 ， 我 们 有 
AEd Cu, ,u, 44) x f (u,) E f (ut1) n = ],2.:- 
从 而 ， 对 任何 nm 的 正 整 数 ， Nis m 有 
(0 Aed(u, us) x f Gu) — fi) 
显然 ，{f (a,)} 是 单调 下 降 晶 下 方 有 界 ， 融 {a,) 是 Canchy ^l. A 
zz， 则 由 码 的 下 半 连 续 性 ， 
f(r*) < lim inff (Cu,) 
今 证 r= r 即 满足 要 求 ， 事实 上 ， 由 
Aed (xo x" ) = Aclimd (x, ,u,) 
x lim Y ded (usu; ,) 


7 一 ] 


< lim[f Go) 一 f(u,)] 

< f(x) — f(a") 

< f(a) 一 int f (x) <e 
BK DID Mor. AVE). 注意 到 如 果 存 在 无 限 多 的 指标 ni 使 Ui 
是 由 情形 1) 所 定义 ， 则 结论 显然 成 立 . BM, ARV. un 均 
由 情形 2) Brig X. RRID 不 成 立 ， 于 是 存在 cdd 
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Ja) S f(x") — eAd(z* ,x) 
从 而 由 
edd Za) S f Cun) — f Ge") 
Al 
Fa) S f Go) — aed (x* ,x) — aed (x* ,u,) 
< f(u,) — Aed (x ,u,) 


EP zE N An 5; — Jj iil: 由 
2f Ceny) — f, x: inf f(z) Sfx) 


Al 
f(a") Slimf(u,) S f(x) 


SRA IS. Meg war. 证 毕 . 

定义 2.1 BS BEE X WITHA 上 的 实 函数 ，zE 4， 
HEr EX 使 Y e>0, PE 9 一 S(e,z)>0 满足 

fle + 9) — fO — a^ Go <ellyl¥ llli <é 
WER f te 2 处 是 Frechet 可 微 的 ， 若 在 A 中 的 每 点 都 Frechet 
可 微 , 则 称 了 在 A 上 Frechet 可 微 . 特别 地 , 若 4 一 X. MWe SB 
Frechet HJ jk gg RX. 

对 定义 在 区 EBJSCHSEE S. BRA 

(x € X: f(r) #0} = suppf 

是 有 界 ， 则 称 了 是 有 界 支撑 函数 . 

定义 2.2 设 / 是 定义 在 Banach FEX FARR, xt € 
X*. PGE T> 使 VY ,cx. 

1y 一 了 Sfo) 一 xz) 人 ty 一直) 一 ely 一 工 | 

则 称 * 是 /在 z 处 的 局 部 e 文 撑 . f 在 z 处 的 局 部 e 支撑 全 体 记 
-H SSS), HP >o. | 
由 定义 不 难得 到 
命题 2.2 ws, gee EX EVR, W 
i) SSE X we, 
ii S.f(a)+Sog (ra) CS elf tHg) 
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i) V Oe Sf CX)C 5S, f (x) 
iv) r’ € (1 65./ Go f] NLS 0 Go D e f fc x Ab d 


Frechet ADIRI Boat =f (1) SE a Ab Frechet 导数 . 
命题 2.3 i X Æ Banach FA FP Tee MEX 上 的 具有 有 
FEE LHN Erechet nj jokes Ex. 则 对 VY e 二 0. 任何 下 半 连 续 的 实 
E A: XR, 必 存 在 XX PHAT R, 使 f 在 该 子 集 的 每 一 点 者 
被 :支撑 . 
证 Y xoEX， 了 (re) soo. KEARE PRW. RI 
将 证 明 在 zo 十 WW 上 存在 点 7 使 f(z) 在 xz 处 被 -支撑 . 
内 是 下 半 连 续 ， 故 可 设 开 集 VCW 使 
inllf(r E Xp 十 人 > 一 co 
iA EEEX 上 的 具有 有 界 非 空 文 撑 的 Frechet AT ARAB 通 
过 变换 ， 可 设 supPRCV. 定义 
Qr) = 1/h(r — x) 
g(r) = fio + 6) 
E 
domtg) = dom(f) N dom(®) Cdom(f) N Ge, + V) 
其 中 
dom(g) = (x € X: g(a) Æ œ} | 
由 于 g 在 dom(g) 中 是 下 方 有 界 的 ， 从 而 由 命题 2. 150. XJ 


1 一 六 存在 z,€ dom(g) [fli 
Y TE XigG) Sale) — el n a | 
BL OC Sigo 设 zx’ 是 一 加 在 x 人 处 的 Frechet 导数 ,由 命题 2. 2 
iv) A | 
r` € $:C- BO) 
而 由 命题 2.2，ii) 得 
r' € S,(g — Br) = Sf (x 
BP r” f HE x, ARAB ee 支撑. 由 于 


. 201 * 


r' € dom(g) C (ro V) 
故 命题 成 立 ， 证 毕 
引 理 2.4 设 G 是 Banach 空间 X 的 闭 子 集 ，f GO — do Go). 
若 zx* 是 了 在 z 处 的 局 部 e KH, Wiz" || —1l<e. 
iE XIV 0 二 6 二 min{dc(x),1}) 存 在 gEG， 使 
|l x—&£gl «dcGO +8 = fa) + ò 
a y€[zgl] fülz—»l-25. W 


fia) — fy |z-ell — ls-el-? 
lz—»l ^ 5 


一 1 一 9 


fim SF) 21, VréG 


y | £ — y 
由 于 x" tt f FEx 处 的 局 部 e 支撑 ， 故 存 在 7 之 0， 使 V y€ X, 
ly—zl «79fG) —-f@ arly = r) Elz y | 


故 . 
RP eee pete 
从 而 
jot | Um RHP — mice 
yz drxr—»l 
另 一 方面 ， 由 于 
z| -三 Je fo — 159 +. 
Ty=zT/ 2-91 
一 > 一 ze 一 1+s 
Sz yl 
故 
zt ll <1+e 
所 以 


Met ile 
引 理 成 立 ， 证 毕 . | 
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中 AAEE MR a aE rit k- o pia Mae gae ear nB S en ee e T ao o mide 


XIV xzrEG，zr EX ，s，62>0， 定 义 
$Cr.r',6,0) = {y € Br.do;CGr) + ô); 
r'Cy — r) & — d;iCx)(1— 6] 
存在 之 0,x* E X| xt ~ 1) ced] 
Bex, dg(x) + 8) (1G C S(a,2x" ,6,8) j 
513782.5 设 C 是 X 的 闭 子 集 ， 若 spanG 是 自 反 的 ， 则 Y 0< 
«s AGE X\G 中 的 笛 开 子 集 
证 首先 来 证 A. 是 XNG 中 的 开 子 集 . V zE 4.， 按 定义 ,， 存 
EEX‘, 6>0,| || x" | -1| <e, 使 
Blædel) 4-8) NN G C SG, x ,6,0) 
无 妨 设 BG.dcGO--6) 1G 5 BGr.do(x)H-90NS Gc, x^ ,6,00 
EEB 8( 否 则 , RT c> fE] lex" | — 1| <e, ik cr" RK xt BD 
np. + 


A, = | € X\G. 


. [6 
a= mini 5.78] 
y' =x", V».l»-—zl «e 
下 证 V». ly—xl «eB 
Bly,de(y) +A f1 GC Sly, y" ,6,0) 
V z€ BCy.do GO H-00 NG, W 
|z—xl sliv»x-—zl-4dl»--«xl 
x dely) + a -F a xz dg (x) + 3a 
BEFVwe€X, Æl wl <22, hj 
lz +w arll sirel + lel 
< dcCx) + 5a xi do (x) + 6 
故 
zwE€EB(r,dc(r) + ô), V lw ll < 2e 


因 asc p. 所 以 
z +w € S(r,x',t,0), V jwl x 2a 
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事实 上 ， 不 然 的 话 ，z 十 上 ESGz re 6)， 从 而 
z+ wE Bla.dg(xr) + 6)\SCx,2x* ,€,6) 
MAZE Brag (+H) NG A 
B<|ztw-zl fex 
AG. 这 样 ,VY w, || w d <2e, Hh 
| z d- vo € S(r.xcx',t,Ó0) 
得 | 
r'(Oz — r) &— delr) — €) — x' (w) 
z'G — 2) K— delr) Q — €) — 2all x’ | 
因此 ,VY ze BGosdcD-t-a»)0G,. E 
y* lz ~ y) = xz* (z — y) 
<xr*(z~x)+alx* | 
<— delz) 一 s) — al x* I 
<— diy) Q — €) + eG —e)— al r* |l 
e — dely) — €) 
Bl cE Slysy* Esa), iX 
BCGy,dg(y) +A (1 GC SC, y*,6,0, V 1l y—xlj «eo 
因此 ，A。 dE XNG 的 开 集 . 
下 面 来 证 A. YE XNG PR. 我 们 只 需 证 明 , V x; € XNGS Rx 
HEAT FESR RU (x0), ANU GOED. Ait S 
| Xo spanízx,,G] 
RX, 是 自 反 的 子 空 间 . 所 以 X。 上 有 等 价 的 Frechet 可 微 的 范 数 ， 
从 而 存在 定义 在 Xo. 上 的 具有 有 界 非 空 支撑 的 Frechet 可 微 函 数 . 
于 是 由 命题 2. 3， 存 在 zEXomnU(z)， x" € Xi 使 二 是 dc(z) 在 


x 处 的 局 部 二 支撑， 下 证 <E 4. | 


Sx CX gut RITE» 则 由 引 理 2. 4. | Lan | —1 
e. 不 妨 设 de (a<1. & 90.91. EY yEX ll yz ll <7, hj 


< 


dey) — dla) f Gr n E x — yl 
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S= edele), WY z€ BG.dc;GO-- 6, H 


|26 — o[« ds) 二 0) 过 7 
又 因为 


sor, — +). 2 了 
>I x) zz +1 AE r 


al if, A 
M5724 | 1 7 | TEX "A 


E, joo] [lato ly 
1'7? lz-—rzl--zrm [iq z) | 


\ 


< de 了 > 十 | 1— =] xj 一 d(x) 


«|2«(1- iue z|- lz-z1 +8 
«(1-5 le-2l — lz- zl +ò 


<— Ido Go +6 
在 上 式 中 ， 两 边 同 除 以 7 得 
a*(z— x) <— dr) E | z— x | 


<— delr) + FE + dola) + 8 
< — dolz) — €) 
BÜUz€Sr.c'.e,0)0. K 
mE BG do(z) +8) NV GC SG,x* ,6,0) 
BrEA, I A. EXN 中 是 稠 开 集 ， 证 毕 . 
引 理 2.6 it X BAA H TERI Banach >f], G Æ X 的 闭 
集 ， 若 spanG 是 自 反 ， 令 
| SF = NA 


n=2 ^" 


则 性 是 4 逼近 紧 的 ， 且 4 是 稠 Cs R. 


* 205。 


证 “由 引 理 2. 5 知 , 4 BAG 集 , 故我 们 只 需 证 明 G 是 4 GE 
YES, 2€ AL, WV n2. B ARELA, TEE 9,70, 
ai EX, |ie =< oH | 
BG do(G) + 8) VGC SG L8 


设 B, 一 min | 二 ,6,)， 不 妨 设 
Ò, X Ó,. Yn əm 


Pea 


则 
B. < Pms M n 之 m 
对 z 的 任 一 极 小 化 序列 {z,}CG, 无 妨 可 设 
z, €E Bl(rdc(r) + BD VG 
由 于 | 
B(x,doG) + BO (1 G6 C BGs.dcG) + Bad f) GV nzm 
故 


| z, € S| zz; | NonzÉzem 
m "| 
Bp | | 
x (z, — r) S— do| 1 —- +i Y nèm 


由 于 Xos span (G, x) B B MA wz, — z€ X, M rt =a |x, E 
X5; ,因此 


X. (z — x) 二 一 dg(x)| 1 一 Li ym = 1,25°°" 
所 以 | 

~ 1 ME 

[Fs dez] m4eo[1-ibme-ine 
因 


Wari < ak | sic 


1 
m 
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MURS LE LEE 


z 
> 


[e—a J 之 dox) 
从 而 
|z — cl = lim | z, — zl = dcGo 
HA RA H HRA . 
z,-— rz —r (noo) 
即 = 一 =, 且 =EG, 故 G 是 -ex BUDE. GERE. 
由 引 理 2.6， 立 即 有 下 面 的 推论 . 
推论 2.1 目 反 的 具有 互 性 质 的 Banach 空间 中 的 每 个 闭 子 
集 是 几乎 存在 性 集 . 
4E182.4 BR ROMARA H 性 质 的 Banach 空间 中 的 
每 个 闭 子 集 G 都 是 几乎 Chebyshev FH. 
证 do 是 由 引 理 2.6 所 给 , 则 C 是 -x 3B IER. V xc ov 
设 y E Pelto), TEV TE Gy. A PeGO yu. REX C 
E = U lay.) 
FECE GRMN. EKE V x€ €. ARH DEY, fi 
re (ros Ve, )， 则 一 ax +H (01—20y,, Occacl,'$ Beni CG Fé x 的 
任 一 极 小 化 序列 ， 则 由 
d Gn) < lim zo — z, | 
<limE | zo = z| + Ile -z hd 
= [xo x] + lim || z-z, | 
= (1 — @)dg (x) + dcr) 
= dgCax,) 
Aly (21) 也 是 xo 的 极 小 化 序列 . Riz.) A I. P M 
CRER 这 样 由 命题 1. 240. G 是 几乎 Chebyshev FÆ. 
推论 2. 2 B — Shi Banach 2 MUS NFR 
平 Chebyshev FE. 
下 面 的 定理 说 明 局 一 致 凸 性 能 保证 几乎 半 Chebyshev 集 性 . 
定理 2S 局 一 致 占 空 间 中 的 每 个 子 集 都 是 几乎 半 Cheby- 


* 207 ， 


shev 子 集 . 
证 V 20S Oel, Mero) AGI 2, RMPI 2 
的 证 明知 ， 落 X AB. W 
lim diamM,(2)) = 
id 
F, = E € X;,diamPc;(x) 之 i 


mW, C 同 引 理 2，3) 
FDE,» n = 1,2, 
FHF, ERAK. | 
V x€ F,, WreG. ity€PcG2, z€ Gy). B EB. 
D(z) = lim diamP¢(z) = 0 
S zcF. 由 引 理 2. 3 知 , G=X\F BAR, MEG, KA z 的 
开 邻 域 U(z)CG,. itii U GO V0 F2, BRUQNE.=S 所 以 
F, EMBAR. TA 
= X\ UF, 
是 第 一 纲 集 ， 因 此 ，C BIL Chebyshev Æ. 证 毕 . 
注 2.1 由 推论 2. 1 及 定理 2. 5 也 立即 可 得 推论 2. 2. 
注 2.2 在 定理 2. 4 中 ， 条 件 自 反 是 必要 的 . EKE EXA 
自 反 ， 则 由 James ZEE. FFE x CB", fs 
r) <l, YrEB 
令 
= {x € X;2"(x) = 0} 
WUE: VrEX\G, Pelo) — E, ， 故 定理 不 真 . 
” 注 2.3 在 定理 2. 4 中 , AX AR A 性 质 ， 则 定理 不 成 立 . 
由 此 可 得 ， 推 论 2. 2 中 ， 将 局 一 一 致 凸 改 为 严格 西 ， 结 论 不 真 . 
例 2. 1 WU X-—LCOR, EX 
li Gr,r) | 一 max { | T | 2* irl. V (r,r)€l, QR 


一 1 
H Ger) |] — | (r,r) | 十 (r 十 >) 22/2")? 
n=1 
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OTA Mad aB ma -aa o e e 


其 中 


of = (Este ) c l; 


A. V (zor) € COR 
| (arr) |< Ge. 0 dx38 G7 | 


B XJEBERBJXTE- ERIS. A 


G = («2 T I :k = 1.2， | 


Ep a-(0,7,0,1,0-0. HY Gi €GO0R. # 
Iul mdi 
则 
| Gn 一 ez t+ 1| 


u 加 1 i 1 2 

= 2 r+% +[|2-r+ 4] 

i 

十 S02 /2” —(1-— x,)?/2% |? 
nth 


ia i 
>2=r+[02 r $ 2] 
nc] 
= d;((u,r)) 
B] PcCCu,r202 = S. 显然 ,G 是 闭 子 集 , 但 G 不 是 几乎 Chebyshev 
子 集 


四 、 有 界 序列 同时 逼近 的 几乎 Chebyshev $ 


作为 前 面 内 容 的 例 和 应 用 ,本 小 节 考 虑 有 界 序列 同时 通 近 情 
形 的 几乎 Chebyshev FÆ. | 
设 和 是 Banach 23 fa}. Cr) f: X. 中 的 有 界 序列 ，C dé X 的 子 
E, 如 第 二 章 ,我 们 定义 C 对 (x) 的 最 佳 同 时 逼近 (或 相对 Cheby- 
shev uù A goEG 满足 
sup || za — go || = inf sup || z, — g || 
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一 am- 一 一 一 一 一 -一 -- 一 - 一 ~ 一- e- 


Sl ORR X PHAR FIA, FEX 
| zl = sup zlo VG € 1.) 
EWN rEX, Wr Ha), WW XCX), BX Æl KK 
FZE. SLX #1.) PAPA AY RAR FS S 2H RE SI 
& , WW X22, CX) C1. CX). 本 节 将 证 明 , 对 X 中 的 任何 财 子 集 C， 
BX 585.99] G 是 1- (和 X) 中 的 几乎 Chebyshev FR, # X AR 
Hah, MG Æ LX) pH JLE Chebyshev ££. 
引 理 2.7 HRGRXWTR EXE, MWC £X) 
中 的 笛 半 Chebyshev 集 ; 若 和 严格 凸 ， 则 C JE £5 OO h BRIDE 
Chebyshev &. 
证 ” 先 对 X 是 严格 凸 空间 来 证 
V (x) € I, CX) 
Ag Pe OAD. W gE PC Cri), NV 0<e<l 
xt = (1 — a) (x?) + ag; = (C1 — 0x + ago) 
有 Pe CDe. 事实 上 ,由 第 二 章 命题 1. 10. go€ Pel la). & 
设 存在 g 关 go，g EPcl(Czx?))， 则 由 
sup || zx — gl < sup || x, — 2, | + sup || z — gl 
< «sup || zz — go | + sup || zi — go | 


| 


æ sup || z? — go | + (1 — a) sup || 28 — go | 


sup || x; — £o | 


4B FE PcCGO. di I COMM, FETE x, € {29} fil 


la — gl =suplz— Bl 
> ze 一 (一 a)Zo 十 cgo， jj XeE {xa}. 由 于 | | 
Q — a) sup |z! — g| = 0 -— a || r — g | 


| alza 一 go) + A — Ge — 2) | 
a || ze — g l --a1—2lzx-—2zl 
a sup || z — gol + (1 — @) sup | zt — z ll 


N AI 


= sup || zx? — gy | = (1 — a) sup || z4 — gl 
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| er, — Bo) + (1 90,— g) | 
= a || za — go | 4-(1—o0lx.—52l 


Í 


| za = gl = ra= zg |l 
Hy X 严格 凸 知 
La — Eo = Ta — E 
FA. Bib. Va. OKa<i, @ Pel lri))=guo Aad, Wj Cri) 
—Cr,;). BOG ELX PRR Chebyshev TE. 

下 面 对 X Eg RHE. 

V Cr) € LL 0), 类 似 于 严格 凸 情 形 , 不 妨 设 Pol (zxw)) 关 多 ， 
Ago Pern), 3EXF0Oa«1. gg X. Cm. 下 面 来 证 Pel Cri) 
一 go. 上 反 设 存在 go go» E go, € Pca). RUF PROBE. 可 
fj. DEP). EPE x € G1. 使 


| zo — gi li — Sup |l 28 — go | 
ESECS REED ARE RETE 故 由 前 所 证 ， £^ £o Ar E. 这 样 ， nj 
WHEE (ne) ;使 


lim || za — Bo || = sup || zs — gol 

这 样 , 由 | 
(1 — e) sup || z; — go || = (1 — @) sup || zi — go || 
= lim(1 — 4) || 2$, gol 
= lim || ale, — go) + (1 — Gs, — go) | 
< limfa || z} — go ll cola, — gol J 
< alim | 27, — & l| + Q = a) lim || a5, — go Ih 
< alim | zz, — ell + O — e Tim || zi — ll J 
< asup || zz — go ll + à — @) sup [| zi — go | 
= (1 — a) sup || zi — gol 

知 
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lim || eCzz, 一 go) + (1 OC, Bo) | 
k 
= lim | 2%, — 8 = lim || 27, — 2o | 
= sup || La, ~~ Bo | 
Wap ECB ,使 
xp [eG — go) + (1 — 9 G5, — 80] 
= eG — go) + 1 — oO) (25, — go) | 
则 易 证 | 
lima; (Xn, — go) 一 | Ta, — go ll 
limz; (x5, 一 go) = ln 一 go 
故 对 Y OSAS A 
lim | Bi — go) + (1 — Bo, — Bo) | 
T | 
> lima; [Cra 一 gj) 十 (1 ~ BIG, 一 Zo) ] 
k 
= [im[, || xz, — goll + GQ — 820 lox, — So B 
k 
> Tim, | az, — gol + lim — 80 || zh, — gol 
天 k 
= [Imap + lima — &) Jlim lx, — go I 
k NN 
= lim || zi, — gol 
因此 v 0 二 Bi 人 1, 有 
lim || 8.(2%, — £2 t (1— Bot, — 82 | 
Á 
= lim | Xn, T &o | = lim ] La, — Bo | 
不 妨 设 | 
xs, — gol S dann — god R= bizen 
令 — 
yh = gy + Bi(go 一 go) k= 1,2," 


并 取 B, 使 
| yx, — xm | = | za — £o |l. 102. 


oen mo cb oM Ie Ra cH 


— € o _- a 
Bo Xn, Yn, v 


则 | 

PET = Til - Pg, Be cas 
= tzr — Pa) (go — a 
ITEM 

were OEE Hy 


lim | w + v | — 2 


E B> 2, WI By iz Bem Byez2 H 
2 > lim | we + v | 


. 2 Bey - B, | 
3 tim 2 a hosce 
m lg. — E | L2 | £o Ta | E 2 | go— x ; | j 
IL 2 
Ug 一 Uk : (go — Bo) 


| dE — 3, 
故 由 X 8) 4n  —3u f £o7 £o- AP JB. 证 毕 . 

定理 2.6 设 G 是 X 的 闭 子 集 . BX — Sk 8 G Bl. H 
的 几乎 Chebyshev FÆ; @X 自 反 且 局 一 致 凸 , 则 G 是 IS CX) rp 
的 几乎 Chebyshev 子 集 . 

证 设 Al 是 引 理 2.5 中 用 1.(X) C2.(X)) 代 XX 时 所 得 的 集合 
A}， 则 由 引 理 2. 540. 2 = (1 AL SE LOO (5X)) 中 的 稠 Co R- 
由 引 理 2. 7 和 命题 1. 2, 及 定理 2. 4 的 证 明知 , 我 们 只 需 证 明 G 是 4 

对 Y GO Els( 针 ) 及 (xz,) 的 任 一 极 小 化 序列 {z») » BB; CG. 


lim sup || z, — Zm || = inf sup || x, — g ll 
m n EG n 
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类 似 于 引 理 2. 6 的 证 明 ， 可 设 z。 z, H 
lim sup | £a — Zm || = sup | z,—2zl 
RELOJ. 1 fl =1, 使 
f[i, — 2] = sup || z, — z | 
ni ) 
sup | z,— Zm +x, — 2 ll ZfLG, — Zm) + G, — 22] 

= f[G, — tm] + fEG, — zp) 

> 2fLG, — z)] 
故 


lim sup || x — 3m + £, — z || = 2sup | z, — zl 
A X Egh. Mit Um. 8 
lim || x, — Zm, n — zl = 2 sup liz — z | 
从 而 
lim || ty — zn || = lim | zq — z| = sup an — e | 
& k n 
5X 
lim || zm, — z | = lim || Gr, — 2) — Cn, — 25) | = 二 0 
k k 


Bl (iz, } 有 子 列 {zw}， 使 zw 一 zEC. 
d; X 是 局 一 致 凸 , 则 X AYER A. WY. JE), Bp 
{oJ EBB. Bam (n) fü 
| x. — Fm dox. zl == sup |e, — zn + Ty — md 
则 


tim || z, — z, + 2m — zl = 2 sup || xz, — zl 
nnm n 


ix imi) , 使 


limz, =z 
k k 
in 
lim lz 一 zw | = lim | zw — 2m, |l 
= lim | z,,— zl = sap | z, —2l = lz—2l 
"n 
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而 zm 一 >z， 故 由 H 性 质 知 
lm, ZEG 
即 {z,} 有 子 列 zm 一 zEG， 所 以 G EARDER. WE. 
注 2.4 由 于 goE€G 是 G 对 (z) 的 最 佳 同 时 逼近 等 价 于 CC 
lo. (XX Gr € LOO FE LOO rmi Sg Bald vr. 因此 , 定理 2. 6 给 出 
TER FIRAR EEG VERS JL Chebyshev 子 集 的 结果 . 
$2.5 当 X 一 致 凸 时 ， 定 理 2. 6 也 可 由 引 理 2. 2 类 似 于 定理 
2. 3 的 证 明 得 到 . 


第 三 节 几乎 天 -Chebyshev 子 集 


K 凸 性 是 F. Sullivan 引 入 的 一 致 和 局 一 致 凸 的 推广 ， 近 年 来 
有 不 少 研究 . 本 小 节 将 考虑 天 局 一 致 凸 空 间 中 的 几乎 天 -Cheby- 
shev 子 集 问 题 . 由 线性 逼近 论 的 知识 可 知 , ARK 严格 是 空间 中 
的 任何 闭 子 空间 ( 闭 凸 集 ) ABE K -Chebyshev 集 . 但 对 一 般 的 闭 
FE, 此 结论 未 必 成 立 . 这 样 , RIIALE K -Chebyshev FR 
的 概念 . 这 里 ， 天 是 正 整数 . 

定义 3.1 设 G 是 XX 的 子 集 ， > 

QE = {x € XdimPe(lr) < KJ 
#2 X\QE 是 第 一 纲 集 ， 则 称 G 是 几乎 K - 半 Chebyshev FR. H 
中 dimPc(x) 是 集合 Per) AER Bp 
dimP (x) = dimspan(P, (x) — PcCx)) 
大 对 
UE = Q6 N Ec 

X\UE 是 第 一 纲 集 ， 则 称 G 是 几乎 K -Chebyshev 集 . 

显然 ， 当 天王 1 时， 几乎 天 - CE) Chebyshev 子 集 就 是 几乎 
CE) Chebyshev 子 集 . 

命题 3.1 设 G 是 XX 的 子 集 ,， EX, Mre Qi 

V(r) = suptiÁACz;.*XYkaj): 


x; € Pola), 一 1,2，…… 天 十 1) 


| 
o 


A xi. wees XK+1) 
| 1 1 » 1 
Jin) Jil) UT fik) | f, EB” 
~~ SUP : . . © 6 . 


IP fg h£) es Sera) |, | 
证 “=” 
由 于 dimPo o ETRA 
ig 一 gi£ € P(x) } | 
中 最 大 线性 无 关 的 元 的 个 数 ， 其 中 geEPe(z) BY rea’. BH 
dimP; (2) «K Bl. V gis co Beni EPer), | 
Z2 — 81°83 T Bis e 8gk+ — B1 
必 线 性 相关 ， 从 而 Y €B'.:i—1. 2, v. K. 
1 1 00 B 
f(g) filg) e fig BK) 


| fx (gy) feg) *ee fx Gk)? 
Jilg: — 8) Ut fixa — 81) 


fr: g) Ut Fx Gia — gi) 
= 0 
E V (2) =0 
Mik cE, 即 dimPc Cao >K. 从 而 存在 gor Bie BK E 

Pola), Eggo =s grg RHR. ROLE BI, Bi 

a; > 0， t = j, i= 1,2, K 

f ;Cgi = Bo) 0, izZj. j=1,2, K 

所 以 


Via) > Ago irt gx) = ajtak 0 
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Sy pp Rel WGA. HERR. 
引 理 3.1 Yu. »€ X, o0. Poo. Wi 
ot yi = fix + yl 
e lar + Bri] = aiiz] +8) >] 
uE 显然 ,我 们 只 需 证 明 必 要 性 即 可 . 为 此 , Rr CB. 使 
zta = lety] 
phj 
z* (yd = fyl 


r(x) = dad. 
[4 
| ex + yl Srttart By =al} 81» 
g Bim. ubt. 

Mees, WER PA aix RETER. 由 Zorn 5| BEA XE 
验证 , 存在 含 z 的 极 小 端子 案 - HEOIR c 的 B 中 的 一 个 极 小 
端子 集 ， 则 有 | 

引 理 3.2 V z €. 

E(x) = (v € Six =k + (1 Au OKA u E S) 

= {y E S, |z- avl =1—-A,O<A< 1} 
证 “首先 证 明 
lv € Six = àv + (1 -- Au, 0 LAZ, u ES? 
= lv €E S, | r — àvi =] — À 0 ZAI) 
fv E Sx = àv + (1 — Awu, 0 <A < lu ES) 
G {v E S. |e avi = 1,0 <A <1} 


有 反之 ， 今 u= (adv), ny ucs, H. 


r = àv + (01 — Ade 


故 相反 的 包含 关系 成 立 . 
下面 证 明 


Ellr) = [v C Sir = àv + Oa Du o LAK] uE) 
AREE r mT Æ -Y u wES. E uta) EG), 则 存 


“xi7。 


z= ASC, au) 十 (1 — Adu 


由 于 
l= |x|= a + uy) + a — up 
A - l 
< 本 | 十 u 十 (1 一 jz 
A, Ay 1 1 
ESI z Weel + (1 — Ayla 
lign ay = 
= At pA + d A) 1 
故 
| ui F zs | = | uy ] 十 | Uw; | 
lla tell = all + lel, i= 1,2 
定义 
(1 — Ju + X, 
2 u 
Wi 一 1 , t£ = 1,2 
]— 4 
则 由 引 理 3. 1 4], wG—1,.2€S. 而 
À A). 
r=tut(1— fhe, 
A 
- 1-3 u! ， 


所 以 uw; € ECzx2G—1,2), BEDE x 的 端子 集 | 
HEN 是 含 z 的 任 一 端子 集 , 且 NCE). XV y€ EGO, 
设 xzEs,0<4<1 ffi 
r = ày + (1 iu 
BI€N.RN RE TEHBICNGEN-EGOBH EGORAx 
的 极 小 端子 集 . 证 毕 . 
命题 3.2 设 X 的 闭 单位 球面 $ 上 的 所 有 凸 子 集 都 是 有 限 维 
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ET LM" "————————— Ó———— C: mm 


HJ x € X NC. Po Ca AS FEE yo v, € Pu (ao) ,使 VY rE Ge. 
Yo) 有 
COP (x) T S(as dor) 

证 V € XNG.R i E xo — 0. do Gr) —1. h F S= U 

LEC): LES}, A 
P.O) = UNG N E(x)) = MAS Gf) Eg)! 
今 
F = (EGDig€ Sf)G) 
按 包 含 关系 I 形成 半 序 . BHF 的 一 个 全 序 集 , 记 
E =U {EE © FZ,’ 
WI ubE 是 S 上 的 一 个 端子 集 . 由 于 dimE<=o0, 故 EE 是 有 限 个 
EE(g) 的 并 ,所 以 £E 多, 即 是 .多 ,的 一 个 上 界 。 由 Zorn 引 理 , 存 
ERAKI Ey) M yo ECAS 满足 命题 要 求 , 日 Y rE (0,y,) 有 
P(x) C Ely 
事实 上 ,VY x 一 A4yo€ (03) OKA, EIE gE PaGONE Cy), W 
Nel =1,8 
lg—À»l = le—zll = |x —zll =1-—A 

故 y, € EGO Mii EGO CEGO. HF EG) BRAKE. BI] EO) 
=ECe) RM ge EC). FE. WHE. 

定理 3.1 WU X HR PRY rE XG. E Pola FS, wW 
存在 ye, E Pelzo) » {¥ 

dimPgc(r) < K., V xr € Gro y? 

注 3.1 4S 上 的 凸 子 集 不 都 是 有 限 维 的 , 则 命题 3. 1 未 必 
成 立 . 
例 3.1 设 和 是 L0,1j 上 本 性 有 界 的 Lebesgue 可 积 函 数 空间 
L«[0.1],G—S. 显然 ,G 是 紧迫 的 . 下 面 说 明 命题 3. 2 不成立. 


YzEX, zl <>. REER TER gon € Pelr), fA 


[fated | BPR . 
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T,= (i€ [01]; |e) > fal 一 二 
W «(T,)>0 HH 
T, Tuas Yn = 3,4, 
由 于 | 
T= (E [on] lel — hzl SAT. 
故 


wT) = limæ(T,) 
下 面 分 T> i &OD =0 来 考虑 ; 
i) AHpT DO0, 取 4,B 4CAY 0,5000, BRAC1 B—1)5,A 
UB=T. 定义 
g102— sgnrG) * Xa 
g) = sgnzr() + Xz 


则 
lael =l; ge-r =1— fed, 1 = 1,2 
A g: € Pel), fH | Gore l-la. 
i) «(T)=0, 定义 
M, — TAT ais n — 3.4, 
则 M, 是 互 不 相交 的 集 列 . AA eM, >O. 
g) = sgnz(t) + Z| ~ =] te, 


(2) = sgnx(t) + [1 ~ 
8z ETT 2, In 1 


pu gE Polz), 但 | 二 (gi+g2 =7<1. 


注 3.2 AXPEK 严格 凸 , 则 定理 3. 1 PRUE - 
例 3.2 X=1,,G=S,MG 是 近 迫 的 . + 
€, > (0,0,***,0,1 ,0,*7) 
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xiv z= Zae: EG, MV o< <1, r—Ag V K>0,48 
dimPclr) > K 
$k, wee Pcs). A 
d(x) = |lx—-gll —1—4 

& OV 236 a0, MWS g= agter ECG. Fa,<0, WF gi 
-—(1—a)0g—ae;€ G. Aik, M 0<e<i(1—AD BY 

Iz—gil =] r a ag tae || 

| = || Ag — (1 — og + ae; | 

=> |à — Q — a)|la;] + faa, — (1 — 292; + a!l 


pei 


=a- aA lal tl a olalta 
pé 


—(l—4A-—2a)a-—1-—4A 
BU e; € PG; GO. Pre dimPc (2) >K. 
3|38 3.3 iN 是 固定 的 正 数 , 令 > 
Exp = (CTit Ek) :Xi € X: | Xi | «Nj 
对 Y z= Critz) 7 一 (yi ;YK+1) € Exi 定义 
K+1 
4G, = rl 
i=] 
filij A(zri 0x4.) Æ Ern ERIE SE PA - 
证 由 归纳 法 可 证 ,V fists frEB’ 


| ] 1 T 1 
方 (zi) filz) md fik D 


fela) fx (Xs) tU fk (2x41) 
1 1 ese 1 | 
fiiy) f1( ys) t Fi yrs) 


fkCy fry) Ut DK yrs) 
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< Tr 2) | z; — Yi | 
其 中 ,Tk,w 仅 与 KK,N 有 关 , 所 以 


| A Gr, stk) 一 Á Cy ttt » YK+1) | 
K+1 


< Trw 2, | Ti Mi | 
故 ACTi stts ekr) Æ Exr+1 上 是 连续 的 . 证 毕 . 

定理 3.2 KX PARWRA H 性 质 的 天 严格 凸 Banach 
空间 ,C 是 X 的 闭 子 集 , 则 GG 是 几乎 Chebyshev 子 集 . 

Eo = (ALS 2.6.9 .er BEC, KG 是 -x 
ARK . 由 定理 3. 1,V ro€ LX, PFE yz, € Po (£0), TEV r€ 
Cxos Ya) A 

dimPc(x) < K 
定义 
< w= U [xo 
则 由 定理 2. 4 的 证 明知 ,G 是 -x 逼近 紧 的 . E 
DPKg(Z) 一 Sup(4(Czi…yZK+1I) 2 219° K+, € PcGO)] 


FCG) = E c o DG) 2i| 
下 证 FuCG) 在 BAR _ - 
V r,€ F,CQG) Th Loe X, HFG Row JEU 4:5 E154 1649) 
紧 , 从 而 存在 gi" ,EAIE Po Cr [8 


ACgt , T4759 之 l, k = 1,2,°°° 
由 于 
delt) S |l gi — zol s lei — z et bx — zl 
= dola) + lx. — xl 
故 


lim lei — xol = delto), i 101,2,;,-,K-c1 
由 C 的 通 近 紧 性 知 , 可 设 
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gt —> g; € Pela), i=1,2,; K +1 
由 引 理 3. 3 得 | | 

1 

ACB 9 Ekt) > 


BED G2. BEDA 2 € F, (G), Bl FCG) PA - 

55 —JriBi V xo, € FCG). ll] xo € o7. Afer x Bg E fnr ap U 
Cro) , 必 存 在 LE Cr ,ya , 使 

dimP. (x) < K 

Bl z€ FC. 由 此 即 得 fF,(G) 在 A rp EIL AE 

由 于 XNÀ 是 第 一 纲 集 . 从 而 f,(G) 在 XX 中 是 芍 朗 集 , 而 

Uk D ÁN UF, (G) 
| XUS C (X\A) U CU FCD) 

是 第 一 纲 集 . 因此 ,G BIL K -Chebyshev 子 集 . 证 毕 . 

由 于 天 局 一 致 凸 空间 必 有 互 性 质 , 且 天 严格 凸 , 所 以 我 们 有 

定理 3.3 ARK 局 一 致 凸 空间 中 的 每 个 闭 子 集 必 是 几乎 开 
- Chebyshev FÆ. 


第 四 节 ”评注 与 参考 文献 


第 一 节 中 的 Banach 空间 中 的 几乎 Chebyshev 子 集 这 一 性 质 
首先 由 StechkinU praz. 但 最 先 使 用 “几乎 Chebyshev” 这 一 名 称 
似乎 应 是 Garkavir9. 他 证 明了 让 每 个 可 分 的 Banach 空间 均 存 在 
任何 有 限 维 的 几乎 Chebyshev 子 空间 -iD 任何 自 反 的 Banach 空 
闻 均 存在 无 限 维 的 几乎 Chebyshev 子 空间 ， 并 指出 上 述 结 果 中 ， 
条 件 可 分 和 自 反 都 是 不 可 去 的 . 事实 上 , 存在 非 可 分 的 Banach 空 
闻 ， 其 中 没有 任何 几乎 Chebyshev 子 空间 . m 

对 于 一 些 具 体 空间 ， 几 乎 Chebyshev 子 空间 的 性 质 也 有 不 少 
研究 . Garkavit 站 刻 划 了 CCQ2， 中 有 限 维 几 乎 Chebyshev 子 空间 的 
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特征 .Rozemar' 站 证 明了 Co 中 的 几乎 Chebyshev 子 空 间 必 是 
Chebyshev 子 空 间 .RozemaU?! yp gF HH f Bochner n[ $H ph HS [E] 
Lilu, XO, 任何 有 限 维 凸 子 集 均 是 几乎 Chebyshev 子 集 , 其 中 
u 是 无 原子 测度 ，X 是 任何 Banach 空间 . 

本 节 内 容 主要 由 Stechkin 和 Garkavi ?! 的 有 关 结 果 综 合 而 
得 . 

第 二 节 中 的 一 致 凸 Banach 空间 的 几乎 Chebyshev 集 的 结果 
属于 Stechkin"^, Tf Jj — $& 96 zs [B] JL Chebyshev 集结 果 应 归 
FE. S，Lauc ， 其 中 命题 2. 1 Æ Ekeland" prs. 命题 2. 3 取 
Ekeland, Lebourg™i, ijf 2. 1 则 属于 Edelsteinc] ， 这 里 问题 
的 处 理 有 所 不 同 - 

关于 在 序列 同时 逼近 中 的 应 用 的 结果 由 李 冲 所 给 于 

第 三 节 的 内 容 基本 上 取 自 李 冲 的 文章 一 ， 而 其 中 的 例 3. 1 和 
引 理 3. 2 则 属于 Brosowski， Deutsch. 

关于 几乎 Chebyshev 集 的 其 它 研究 还 可 参看 文献 [7 一 8]. 
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第 七 章 ， 非 线性 优化 及 其 应 用 


设 X 是 线性 赋 范 空间 ,9 是 定义 在 X EHyxEZEDRAR. XX 

的 子 集 G， 考 虑 非 线 性 优化 问题 
(9,G); inf glg) 

BR g=e (+) =] e |» 则 易 见 非 线 性 优化 问题 (p, GO 是 
一 般 非 线性 逼近 问题 的 推广 . 本 章 第 一 节 将 研究 非 线 性 优化 的 定 
性 理论 ， 其 中 包括 最 优 解 的 特征 ， 唯 一 性 和 强 唯 一 性 等 . 第 二 和 
第 三 节 将 应 用 非 线 性 优化 的 -- 般 结果 来 研究 在 80 年 代 相 当 活 牙 
的 联合 逼近 和 同时 逼近 问题 . | 


第 一 节 ” 非 线性 优化 理论 


WX EREZZE. p EXE X EE R, GEX KTE. 
对 于 优化 问题 
(g,G) ini pte) 
| di goEG， 满 足 
| Lg) = inig) 
则 称 go 是 (P，C) 的 最 优 解 、 这 样 的 g» 全 体 记 为 P (9，G)， 即 
P,G) = {g E GP) = inf g(g) | 
车 P(gp,G) 的 单 点 集 ， 则 称 (p,G) 的 最 优 解 是 唯一 的 - 
本 节 将 分 别 讨论 最 优 解 的 特征 刻 划 ， 存 在 性 ， 叭 一 性 和 和 强 唯 
一 性 等 问题 . 


一 、 最 优 解 的 特征 


为 讨论 方便 ， 我 们 引入 下 述 记号 
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pg, + tg) — egy) 
i 


C, = Y [808] = Utes = go A — 0:4 € [0,1)) 
EX 是 线性 拓扑 空间 ， 则 令 
We) = (f € X'sRef(y— Bo) SPO) V8) YE Xi 
HP X EX LOAM BS. 

定义 1 1 若 由 goEP(2,G) 推 出 goEP(CzGr )， 则 称 go 是 G 
. 的 9 太阳 点 ; FC 中 的 每 一 点 都 是 9 太阳 点 ， 则 称 G BOAR. 

首先 ， 我 们 给 出 一 个 最 一 般 的 特征 定理 . 

定理 1.1 RX 是 线性 空间 , 8 是 和 DEBE ecc. W 
下 述 论断 等 价 . 

D go 是 G 的 9p 太阳 点 ; 

i) goEP(G,G)<—Y gEG, 

P (Zorg — Zo) > O0 


P (gog) = lim 
t 04- 


WE i)=>ii). 
BDA.XxgecPGGO. gc PIG. 于 是 VY gE€G 
有 
Peo + À(g — go)) SHE), A€[0.1] 
所 以 VAE (0，1] 有 
| Plo +A 80?) 一 Plg) > 0 


故 
| P (B08 — Bo) ZO 
RZ a | 
P (Eog — &) 20, VgcG 
由 于 pe OM. MoSocse 时 ， 有 


P o + sig 一 8o)) = g| Š (go 十 i(g 一 go)) + : " se | 


< Leg, 十 HE — e) 十 — eu 


所 以 


Po + s(g 一 So)) — We) < Pgo + tlg — £o)) — Pgo) 
s | n t 


从 而 ALO 


(go + Alg 一 go)) — pl 
PE g at 9 80 \ Jg, Ug — go) 


H g (go，& 一 go) 之 0 可 得 ， KOPE). 故 g. € P(Q,G). 
d) >i). 
i goEP (p, G), Hid . 
P Eog — Z) >20; Vg€G 
所 以 对 Y ae (0，1] 有 | 
Ag + ACg — 8) 一 Eo) > 0 


因而 . 
plgo + Ale — go)) Zlo), VA€[O,.1] 
BB go E P (Gen) B go ECM e HR - 证 毕 .、 
9|381. 1 WX 是 线性 拓扑 空间 ，9? 是 和 上 的 连续 凸 函 数 ， 
则 ap (go) 是 和 "中 的 非 空 弱 ” 紧 凸 集 . | 
证 显然 ， ao (go) EXPOS AOR, RRNA Sub op 
“(go) 不 空 和 相对 紧 . 
先 证 ap(go) 不 空 ， 由 9 是 凸 ， 故 Y xc X, d (gw,z) 存 在 , 且 由 
P (sgo,z) 的 正 齐 性 和 次 可 加 性 GET x), A 
| P Cgo — 2) + d Geox) SF G0 = 0 
从 而 
| P (Box) S— YP (Bo. 一 工 ) 
IER zeoEXX， 及 满足 
P (gosT0) 之 a 之 一 (go, — Xo) 
Hja, HEX, = {tz。 t€ R). ETESCERTETE PR 
fi(x)= fx) =ta, ` Yr=ta €X, 
这 样 ， 对 x 二 tz。， 当 zt 之 0 时 | 
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F(x) =ta <td (go, m) 
= (Zost To) = gx) 


mi4 <0 时 
filr) =ta =— |tla< itid (go, — xy) 
— go tx) 
=P (gos) 
所 以 


Fie) SP (Box) Vr€X, 
由 Hahn - Banach zE 3. FEX LATER RS, WE 
f(x) = fii, Vr€é X, 
f(x) S d (gua), LEX- 
今 
F(x) = f(x) — if Gr), VxrE xX 
WF EX EMSA eH. HWE 
ReF(x) xi g (gax), Vrc€X 


由 于 当 ty0 时 

。 Po + m? — QCgo) Yd (go) 
所 以 

Pga T x)-— ego) dg.) 
从 而 
ReF (x) S Og + r) — Gla), — Vx Ex 

Bil 

由 于 


iF(x)| =sgenF(r) * F(x) = F (Br) 
且 ? 在 g。 处 连续 ,所 以 在 z=0 iiA. JA FC ap (rs H 
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中 gB—sgnF(z). 
再 证 ao (go) RESCUE. 由 于 9 在 go 处 连续 ， 故 存在 0 的 均衡 
邻 域 U。，， 使 当 rEU, Ht 
Igo +H r) — ego «1 
对 V FE ap (go), EUs, 4 B—sgnF (x), Bl 
|F(x)| = F (8x) = ReF (Bx) < |e + Br) — ge) <1 
BD | 
awe) C (F € X JECO <1,V2€ Up) 
aad X* PARES” RE, Map (go) EHS 暴 ， 从 而 引 理 成 
X. i}. 
注 1.1 由 引 理 1.1 MAX LAER [ELE EEO. n 
A8 EU SS WY RE TE Xb A EER EZ ER TETE . 
引 理 1.2 设 X 是 拓扑 线性 空间 ,2? 是 X KMPER, 则 
P ED = aa CT) 
= max Ref (x) 


| | FE aa, 
其 中 s(Cap(go)) 表 示 3p(go) 的 端点 全 体 - 

P (go = max Ref (x) 

FE Kg.) 

由 于 ap (go) RS UE, B Ref GO 在 ao (go) 中 的 最 大 值 必 可 
RA. 因此 ， 我 们 只 需 证 

P (go,z) = up Ref G) 
首先 ， HV JEX (go 有 

Ref (x) = +Re[ (g. + tz) — f(g.) | 


«HUE HO Age) y [290 


所 以 
Ref (x) xg goa. V f c aPC Zo) 


从 而 
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Sup Re f(x) < P (gpr) 
SEM Ey? 


EFS AR. ME a 满足 
sup Ref (x) ca g (go,x) 


JE aM gy) 
FE X= Ux: t€ R) ETESCERTEIZz PR 


fir) = ta, ViER 

则 当 i 宇 0 时 | 
fix) S P (Bortz) 

而 当 *<<0 时 ， 由 于 

max Ref(— z) S (go: — x) 


FEKE) 
因而 
— d (gy, — x) <— max Ref(— xr) = min Ref(x) «a 
FEIE) SEIKE) 
E 
fix) =— tle tdg — x) 


=P (Eos T HEX 一 人 《got) 
如 引 理 1.1 可 证 ， 存 在 五 Ga (go). fb 
ReF(x) = fi(x) =e 


与 


sup Ref(x) «a 
TEIE) 


矛盾 .因此 mE 
max Ref(x) = Ø (gor) 


FE WE, 
下 证 
max Ref(x) = g lgx) 


fEe(Mg,)) 
由 Krein - Milman @#8, ¢(ap(g.)) AS. id 
u= max Ref(xr) 
TEIE) 
多 = (f € ap(g Ref Cr) = u) 
WA BS RAE, BS Bay (go) 的 端子 集 ， 即 Y 5. € 
WN go), FAFFEAEG (0,1), ff A+ A-DSLEF, MS. ES. 
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这 样 
E(B) = ele) [|B 
故 存在 foEs (ap (D. B 
Refi (z) = us 
即 


max Ref (x) = pax Ref (7) = Plg) 
SEERE) 


证 毕 . 

由 引 理 1.1,1.2 和 定理 1.1 立即 得 | 

定理 1.2 WX 是 线性 拓扑 空间 , 9 是 X 上 的 连续 西 函 数 ,C 
是 X 的 子 集 ，go€EG， 则 下 述 论 断 等 价 . 

OD go ÆG PREA’ 

(2) g€ P(p,G) —» gEG 

P (Eg — Bo) 20 
(3)go € P(o,G) ——V gEG 


max Ref (g — go) = 0 
JE aigu 


(Dg, € PGE V g€G 


max ,Ref (g — go) 之 0 
| f€ «pag, 


一 、 最 优 解 的 存在 性 


为 研究 最 优 解 的 存在 性 ， 我们 给 出 G 的 2 通 近 紧 概念 - 
定义 1. 2 设 C 是 拓扑 线性 空间 X PHSB, oX ENS 
连续 函数 . 若 对 G 中 的 任 一 序列 {g,}， 满 足 
limeCg,, ) 一 int P(g) 


必 和 存在 子 序列 nsi f£. — eG. WE GH p-r GEILE, 
其 中 r+ 是 指 强 收敛 或 弱 收 敛 . 

定理 1.3 设 G 是 拓扑 线性 空间 X 中 的 9 _ 弱 逼近 紧 子 集 ， 则 
(p C) ARIE. 
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证 取 (gj) CG 是 9 的 极 小 化 序列 ， 
limp(g, ) 一 "m 


由 于 G Ep- BEER, 故 存 在 子 列 ， 不妨 仍 记 为 g)» ga — 
go €G, FE f € agio, pu 


Ref (e, — £0) S 9(g,) — 9Cgy) 
& n>, Mji 
所 以 go 是 《2，C) 的 最 优 解 . 证 毕 . | 
定理 1. 4 设 6G 是 拓扑 线性 空间 XX 中 的 有 界 弱 序列 紧 子 集 ， 
对 任何 X 上 的 凸 连续 函数 9, E Jim | Kr) — oo, M G f 9-38 
WERK., Am (o. CO BRAA. 
证 BSCE. 对 2 的 任何 极 小 化 序列 Gu)» Un 必 是 有 界 的 - 
否则 ， 必 有 子 列 Gu). fI g | oo. Arf 
limg(g, ) = oo 
与 9 (g,,) inte (g) FR. 这 样 由 G 是 有 界 弱 序列 紧 ， 立 即 可 
得 G Æp- SLE. 证 毕 . 
| 推论 1 1 设 X 是 自 反 的 Banach 空间 ，C JE X 中 的 弱 闭 子 
集 ， 对 XX 上 的 任何 凸 连续 函数 9p， 若 EN p (=) =+, 则 
(p, C) 有 最 优 解 . 
iki. 2 定理 1. 4 和 推论 1.1 中 ,条 件 lim. pa) 一 十 ce 


i æ | — 


不 能 省 . 事实 上 ,对 X=R, G=Rt= [0， foo), 


1 
mE rzl 
2 一 工 ， c<i 
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三 、 最 优 解 的 唯一 性 


为 给 出 最 优 解 的 唯一 性 定理 ， 我 们 引入 凸 函 数 的 严格 凸 和 一 
Sr NES . 

定义 1. 3 RX ERETZA, C 是 区 的 子 集 ， pX EWA 
EX. BV royEG rÆy olr) =y). A 


9 | la T »| < Tga) + Le) 


WER 9 BRT GC 严格 凸 的 . 

TEE Ms X—R*-—[0, +00), 满足 

AT) = 0er = 0 

使 对 Y x, »€G.a€ [0，1j， 有 

p Qx 十 (1 一 4)y) | 

< Agr) + 1 — Agly) — A — A) xr — y), 

则 称 p 是 关于 G 一 致 凸 的 

特别 地 , BX 是 赋 范 线性 空间 , HG d * |x | ^, 则 称 ? 关 
于 G 是 p 一 致 止 ， 其 中 是 一 常数 . | 
HL. SX BARES. G 是 X KTE, ÈX LN 
函数 ， 若 G 是 9 太阳 集 ,9 关于 G 严格 凸 ， 则 (GO 至 多 只 有 
一 个 最 优 解 . | 

证 BAPE ain Gun ae BE no e € PCPG), 则 pe.) 
=9(g2). 从 而 


p| La t aD) < leo + tpg) = inigo 
gec 
由 于 G 是 2 太阳 集 ， 从 而 e € PCG Ge) Rk 
He) SqFt ga) 
矛盾 . 
定理 1. 6 RX 是 线性 空间 , oRX EIE. 若 G 是 9 
KMR PRFC-RA WHY e € POOR 
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P Cgo) S PE) — g—g»Vg€G 
证 由 于 CG 是 p 太 阳 ，goEP (p G), MAMY ZECH 
Pgo) S PAg 十 (1 一 hg)YAEEO TI] 
由 关于 GG 一 致 凸 知 ，Y 2€ (0, D. FG 
PE) SAGE) 十 (1 — DPE) — AT — ALE ~ go) 
PE.) S He) — Au(g — go) 
令 人 >1， 即 得 定理 结论 . 证 毕 . 
推论 1 2 E X 是 赋 范 线性 空间 , 是 和 FBR, G 是 
P RHR, Gre XT 6 pA, goEP p, G), MEERA d> 
0, fk 
qn) Ig) — dlg— gl vgEG 


四 、 最 优 解 的 强 唯一 常数 


WX 是 赋 范 线性 空间 ,9 是 凸 函数 ，G 是 X WEEK, gE. 
E ! 
pg) seg —Clz-—sslvgcec 
则 称 go 是 优化 问题 Cos O 的 强 唯一 最 优 解 ， 满 足 上 述 不 等 式 的 
最 大 常数 C 称 为 (e CO 的 强 唯一 常数 ， 
为 讨论 强 唯一 常数 ， 我 们 引入 记号 


Ag RE) ~ Gg) 
S. (@,G)= inf 82-60" 
eU ) «eG ie Zo | 
ET, 
| ! eZ) ~ 9g) 
S ,G) = f 8 95v 
sa, UC? n le ee | 


EEG 
O< j ggl = 
GPR E Se l OOS, W go dE Co. GO BS ME — REA H. CGR 
ROE — 8$ BRAT 5, (GG). RWM E So, (Gr 6020 , W 
eG s eG) = 0, (Gg — gl Vv g E Bec NG 
BB go 是 (9C) 的 局 部 强 唯一 最 优 解 . 反之 也 真 ,因此 ,Ss Go COR 
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A Op 6) 关于 go 的 局 部 强 唯一 常数 ， 


K, (¢,G)= inf | S| 
Ke G0) INP | Eo Tagg 
EF 8o 
= 8 ~ Fo _ 
Ku @@—= 中 TS 人 


g 
0« || g— gg Il «8 


显然 ， 由 引 理 1.2， 寿 ?是 连续 凸 函 数 ， 则 


K, (@,0)= inf R [Te 二 和 | 
| 


= inf max Ref 
g€G fe eK) 
E ga 


Ks, (P,G) = inf max x Ref 
? SEIKE) 


Te 


iA 
lg 一 So 


geo 
o< Ji &— Bo | <é 


= inf max Re/| fa}. 
l Ü 


g€ FE CAKE, 
0< |} g— By <è 


为 给 出 上 述 各 常数 之 间 的 关系 ， 我 们 先 介 绍 CE go kh GE 
Dubovitsky-Miljutin Æ X) AyD): | 
Cgo) = {hE 2:3 t 0,8, € G, 
使 lg, — go d- tA || = o0.) 


或 等 价 地 : . 
C(g,,G) = {h € xij ta > 00,gn € G, (E t, (gn — Zo) > h} 
这 样 我 们 可 以 给 出 下 面 的 定理 . 


定理 1.7 设 9 是 赋 范 线性 空间 XX 上 的 是 函数 ,GC 是 XX 的 子 
集 ， ZoEG, 则 
| K, (PG) < min {Ks e, (PG), Sa, (PG) } 


^ < max (K,,,. (9,G) Sg, (P,G) } < Sse, (9,G) 
另外 ， 车 Clgo,G) # {0} ,9 连续， 则 
53,4, (9,G) < Ks (9, go 十 CCgoyC)) 
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LT 


证 “为 叙述 方便 , KK, (POS Co CO AR BR OUR. Ke,» Say 


按 天 ,的 定义 ， 对 Y e € GNGrs A 
d (Bork — go) > K, | & — Bo | 


HF yO B} 
qQgo + tle — 80)) — 98s) V u 
——— Mà P Eog — go) 


故 
gg) —_ O Zo) ~ . Eg — Zo 
PEL ZR sp pz E. 
leg) Ys Te gl 
所 以 
Kg x D 
gib BG GIG. 由 上 所 证 ， 得 
Kg, C Soa, 


注意 到 显然 的 不 等 式 : 


Ka < Ks, e, 9 5, < Dau. 


有 


K, < min {Kag Se} < max (Koy, 5, < Son 


故 定理 的 第 一 个 论断 成 立 . 


进一步 , 若 Clgo,G) 关 {0}, WV AECC), | A | =1 存在 


EEG, t,E Rt, 满足 


t, oo, tn lEn — go) wh 
Y 070, Bn 充分 大 ， 使 | E. Zo | <, 从 而 


He.) — KE») — S 
Iz. nd 7 tn 


由 于 
Le) — e + +h] 


| ga 一 go l | ta En — Zo) | 
d £o la 一 (ego) 
+o fr 
| £g, — go) |l 1l 
t 
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这 样 ， 若 能 证 明 
LERE) — Heo + Hh) > 0 


则 有 


g(g,) 一 Ple) 
(gh 
lg s] ^74» 


HR f,€ apg, ) DI got th | , Tj 


Ref, (gn — go — TA) < lB.) 一 Keo 十 1-0 


< Ref, (gn — 8o 一 LR) 
即 | 
Ref,(t,(g, — &) — h) < BERCE) — ens 十 2-51 
< Ref CCE, — gy) — h) 
注意 到 多 是 局 部 有 界 ， 攻 对 充分 大 的 n， 有 M0 使 
* ` | £. l| <M, | f£. | <M, n —],2,- 
从 而 由 Cm. 20) All 
tL.) — e + Ad] 0 


所 以 


9g.) — Gu 
一 全 一 一 一 一 一 一 一 > o^ 
Teel ^54? 


P (go, h) 之 Seg, 


HFACC(g),G), EA] =1 是 任意 的 ， 故 
Sig S, in P (25h) 


€ Cte, G) 
lh] =i 


| O RAF, V g€go- FCGoG) Bo H h= 


C G) 
Toe TECSON 
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S. < inf VS Bo — 
PrE PA Bu | g Zl 
ET Eo 


= Ks (Pgo 十 CCgoG)) 
证 毕 . 
推论 1.3 若 GCgo 十 CClgo,G), 则 对 XX 上 的 任何 连续 是 函数 
有 
K, (9,G)= S, (PG) = Ki, (P,G) 
= 8,4, (PG) = Ks (9,go 十 CCgo,G)) 


推论 1.4 设 GCX，goEG 是 G 的 星 形 点 ( 即 Y zEG, Lego» 
giCG), Wx xX EME aE BA 
K,,(@:G)= Sp (PG) = Ks,s (P,G) 
= Sae, (PG) = K,(9,g, + Clgo,G)) 
证 VgeG, h—g—g» W 
En = (1 — ta) go F tg 
则 
Zn — y — th=0 
所 以 hEC(gosG), 故 gEgo 十 Cl(go,;G). 由 推论 1. 3 得 推论 1.4 
之 结果 . uh. 
定理 1.8 UG 是 X 的 子 集 , PPX LHEAOAM g€ 
G， 则 下 述 论断 等 价 . 
D  $,(9G)20-5,(9,G,)70 
ii) S,(9G)0€5K,(9,G)70 
证 i) >ii). 
由 于 
Ge = Ule: T4 
故 go 是 Co 的 星 形 点 ， 从 而 由 推论 1.4 ^m 
| K, (9,G,) = S, (P G,) 
而 
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K, GS) = K, GOLD 


te, ZS, (9.G)220, WH DAS, (0 6, 20. 从 而 
Ks (9,6) = Ky (9,6,) = 8,(9,6G,) > 0 
ERES BK,@@>0, Wd EE 1.7 
| Se (PG) > Ks (9,G) > 0 
EX DEAN. 
ii) => i). 
X S, (9, G)2»0, MINH ii) IK, (9. G)2»0. 从 而 
Ss (PG) = Kp Gs) = K, (9G) 0 
Mi) 成立， 证 毕 . 

HL 一 般 地 , 我 们 称 满足 定理 1.8 rh D RFRA g 为 G 
的 9- 强 太阳 上 点， 而 称 满足 ii) 中 条 件 的 点 go 为 C 的 9- 强 Kol- 
mogorov A. 这样， 定理 1.8 说 明 , go Æ G 的 9- 强 太阳 点 所 >>8。 
是 G FA) o-3$ Kolmogoror Ñ. 

WEEK, GK, WKAR, 我们 引进 G 的 强 切 点 概念 ， 设 
Clg GEG E g RIE, 4 | 
d(g,go CC) — 

BK lg — e | 
则 称 go 是 G 的 强 切 点 ， 或 称 got Clg. GCE go 处 强 切 于 G. 
定理 1.9 设 9 是 式 上 的 连续 凸 函数 ，G 是 XX HTH, got 
Clg Gt go 处 强 切 于 G， 则 对 VY ac (0,1), FESO, fF 
Keg, (PG) Z A — DK, (P20 + Cl) 

证 Ae#G 的 强 切 点 ， 故 CGCgG) 天 (10)， AY oe Bot 

Cg, G) wg, A 


sup Ref| TEMA. 之 Ke (9,25 + CCg,, G0) 
LE Wey) | | 0 


为 方便 起 见 ， 我 们 记 
K,, 一 天 (2C)， K', = K, (pgs + CCo 6) 


由 强 切 的 定义 ， V £0, 存在 0,770, 使 当 g€G, | & So | 
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«e 时， 有 
d(g,go + ClgosG)) « eli g — gy I 
从 而 ， 存 在 wEgo 十 CCgcyC) 满 足 
|e—gi <elg— gl 
而 


SUP Re/(g 一 g) = „EYP [Res — gj) — Ref (w — g)] 


之 sup Ref (o — 1) — sup || le-—szl 


FE ax aC ga) 
H ap(g di X" "PB ARE M= sup. IS, m 
sup Ref (g — go) = K'a |e-- gl —Mle-&li 
TEE) 
>K lz- g|- M+K plo g| 


> [K'a = (M + Ke gl 
对 Y «€ (0.1), Meg ges MRNA 


sup Ref (g m gs) 之 (i 一 DK, | E — £o i 
fe€akgg) | 


由 于 上 式 对 所 有 满足 Ig go ll 0. 的 gEG RA, AH =s., 则 
Ks er 之 (1 一 E, 

证 毕 . 

定理 1.10 设 2 是 和 上 的 连续 凸 画 数 ，VY a 二 0，, $ 

Ja (OD = (y € XRef(y) Say f € Wg0)) 
Con(G — g4) = U A(G — gp) 
L0 

则 K, (9,602709 J, (GO f1ContG— go) FF. 

证 “ia” 

E Ja P lCon(C— eg AR, WE R0, ff 

J,,0D N Con(G — g.) T B(O,R) 

于 是 对 Y g€ GN (go. A 

| & — &o 


yee € J,€» N Con(G — 
Fee | 《9 (1 Con( £o) 


pn 


而 
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£ £o 2 € Con(G — gp) 


lez—sg 
故 
RT aT € 4,00 
从 而 
sup Ref| R.» 8T — >a 
JEME) | Z— Bo | 
Bp 
K,,(9.G) > % 
一 > 
V g€GN (go); a€R*, 22: 
2a 
则 由 
Sup Ref | TEL. K, (9, G) >0 
知 ， 存在 NEXE), 使 
0 -E 80 TK, QG 
Ren 认可 和 | > KS HO) 
所 以 


Re/f,Ca(g — go)) > 5 Ke, (PG) lzg—goll 2a 
即 e(G-g)2€J, (D. 所 以 
Je, (PD N Con(G — g) C B e cx) 
定理 1.11 设 C 是 蕊 的 线性 子 空间 , 9 是 X EM OBR, 若 
?在 go 处 是 Gateaux 可 徽 ， 则 5, (9, G) «0. 
证 AG 是 线性 子 空间 ， 从 而 由 推论 1.4 知 
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K, (PG) = 5, (PG) 


而 由 ?在 go 处 Gateaux 可 人知 得 9p(go) 为 单 点 集 ， 不 妨 设 为 f. 从 
ifi 

— £o | 
FZ — gol | 


S, GG) = inf Ref, 
ES, GEG)>0, W4i 
Ref.(g — g) > 0. Vg €G\ go! 
WM REGM. wteeG. TEN 
Ref. g) > 0 
FE. UEP. 

注 1.2 定理 1.11 说 明 , £i 9 TE g lib Gateaux 可 微 . AG Je 
子 空间 ， 则 go 不 可 能 是 〈p，G) 的 强 叭 一 最 优 解 . 

注 1.3 在 赋 范 线性 空间 中 , VY zxEX, 取 多 (y) 一 | xz 一 y | ， 
Wbe.C-OJRX 上 的 凸 连续 泛 函 , B USB T Cox 的 最 佳 
逼近 问题 .此 时 ， 我 们 不 难 证 明 下 面 的 两 个 论断 : 

D Op, (go) = — Mi, 

H) ”go 是 G 的 一 太阳 点 和 go 是 G 关 于 x 的 太阳 点 ， 即 

go € Pelr)>g, € Pole, + alr — go0)) Val 
这 样 ， 最 佳 还 近 问 题 中 许多 基本 的 结果 是 本 节 定 理 的 特例 ,读者 
站 将 本 名 的 结果 应 用 于 名 ,并 与 前 几 间 的 息 闫 结果 作 一 比 匀 . 罗 
一 方面 ， 我 们 对 最 佳 到 近 的 强 唯 一 常数 没有 作 深 入 的 讨论 ， 而 
LHL PHM GRRVASRUETERG WATAXIS. 
常数 的 较为 深刻 的 结果 . | 


第 二 节 非 线 性 联合 逼近 


在 第 二 章 中 ， 我 们 已 讨论 了 联合 逼近 的 特征 问题 ， 本 他 将 作 
为 非 线 性 优化 问题 来 再 次 研究 7, -联合 逼近 问题 . 


EX ERRES SiS]. 1e coo ADS WR DIA 1. 对 
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pod. WP mnis 


Sa X) rm Gems urn € Xi om Jade 
EEX. g EG. È B 

E je -- gy i “inf SA 7 gl 
WE ey hb 6e) 的 六 合 最 佳 通 近 ， 其 全 体 记 为 Posi. 


Ap € QOO EX 


G, ly) = » Àdx—v4f^ VyvcX 


Du "TIT Hos i.) WL, - XE HGB 

Vtg. 是 优化 问题 (2 ,G0) 的 最 优 解 . | 
引 理 2.1 设 C 是 X 的 子 集 ，goEC， 则 下 述 论断 等 价 : 
Dg GH F AMR 


ii) go EGT (x) 的 户 阶 联合 太阳 点 ， 即 go € Poa!) 
>g E Peli Ti?) sV n 


(x, igo a — g). ^ amo 
证 i)=ii). | 
由 店 知 ,车 go€ PoCUr D Mlle € Po, Con D. 从 而 对 Y EC. 
go€ KO (ci 所 以 


Sala glia Sala go — LG — go) ^s 
= | 7 一 1 
YL 之 1 
Bi . 
y | 
A | &o 十 tx; — Zo) — fo | b 
ESI 


< SA lg, tQ —g0 —gl^. Vel 


i= | 


由 于 上 式 对 VY gE (7 成 立 . "u go» c Pot Gr, tal , V az | , BD i ti ) m M. 
i)i). 
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Eos 是 (p。 :0) 的 最 优 解 ， 即 g E Pede o .从 而 由 二 其， 
YAEC 有 | 


n ge bh ta, g) Bl? 


m 


ee v | Br 二 f(r ga)— Eg | P. Vt 一 lig € e 


ix | 
up 
M N 
, : | f 
Sur brc N Aia oleg gl 
b À | r,-- 8 |/ ML : Ti ÉL G (g ga) | 


DO MS Pe (a0. Bl e hk 6 HJ e. z, ABHA.. ur. 
引 理 2.2 V CX EX 


Pn Bork) — > A lr; 一 gol^ | „min Ref (h) 


EM M, — eG 


nc 十 th) 一 $3 Eo? 
Pa (qn QA) 一 lim 二 E , 
t0 


jr gt |g 
1 t 


d 


F(t} 一 | Ti T go th | P.L c 9,1]? -一 1.,2.:5.N 


由 于 已 (，) 是 西 函 数 ， 所 以 ， 当 上 0 时 


P) POP y— plz —g l^ min Ref). 
FE 


Mitt. “426 (0,1 Sat B 
[LM ZEO S max [FO = FO] [EC TE 
由 于 
FO | Plin g l LAM 
x Bj Holder RSA 
SAL Fie |S XA ao EA 
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收敛 . 而 


% 


N 
AFC) — F,C0) | 
i=1 


N 
= QAI | z: — go — All? — ES — goll?| 
收敛 是 显然 的 ， 由 于 
e. | la,—g.— th ll? — llr — gll’ 
Dy a | Ae a 
< > Amax{|F,C1) — F;00) |, | F5. 00] } 


i=] 
BN y 
< »*A[FOD — F,00)|+ SAF.) | 
i=1 


i=] 


从 而 


n dx & — th || ^ — REA 
= t 


KTE (0,1j 是 一 致 收敛 的 ， 逐 项 取 极 限 得 
N 
dun. A) =— p>yA ll z: — go |° min RefQ) 
i=] TE M, i 
证 毕 . | 
由 定理 1.2 立即 可 得 
定理 2.1 BX 是 赋 范 线性 空间 , p21, (n) € ,00,.G 是 
X 的 子 集 ，goEG, 则 下 述 论断 等 价 : | 
i) go 是 G 关于 {z;} 的 p 阶 联合 太阳 点 ; 
ii) g,€PcCUin DEY EG FE SEM.» 使 
N 
Re 5A | zi — gol ^" fi(g — g) « 0 
i=] 
ii) gE Per: DEV CEG, FFE SiE €(M. 0, fii 
N. 
Re A lz; — go | TSA — 80 <0 
i| 


由 定理 1.4， 我 们 可 得 4 联合 和 逼近 的 存在 性 . 
定理 22 设 C 是 去 的 有 界 弱 序列 暴 子 集 ， 风 
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V (x) € F,0X) Pea) FD 
由 定理 1.5， 有 下 面 的 唯一 性 定理 . 
定理 2.3 设 C 是 X PH o 阶 联 合 太 阳 ，X 关于 G MBS. 
pols WV rde F, XD. Pet 人 门 至 多 有 一 个 无 . 
证 ”由 定理 1.5， 我 只 需 证 明 9.2 XT GU. 
RW gog EG: g Eg: E 


Pir (Bi) = Pur, (82) 


Pe iun T g.)| 一 Ps. (Bi) = Qu Ea) 


则 


1 NEST 1 loa, 
Ql Un T gu = Zi | zx; — PES — $282 | 


i=] 


N 1 1 P 
生计 lz 一 和 1 十 二 1 一 和 


j=] Z ' 
‘Tl l 
< As | T; 8 | ?十 P i Ti T E82 | ^| 


| 一 PLATS 十 96 (g2) 
EXAM. BFE to, 1 
jz àd = dx — £g: 
WH X 关于 GG PRA, Ha, ~ 8) — (41, — 82) EGG A 
1. 


t, 
le, = LG teol m la gnl ln e l 
从 而 与 


l l 1 | 
Px} 2 十 gZ) == 7 Pon E) 十 5 fs) Be) 
Ai. iX 
| Ti E: | 天 | x; — 82 | , t= 142,07 N 
但 此 时 


| 1 1 I P 
EXE ~ EDT E Ic — gl | 


l » ] 
um X. 81 E + 5 Ila = g: | ^ 
又 得 
l l l 
$i 了 《Sn 十 8g2) | 二 9 Pin (Br) + 9 Pix; 82) 


T. FRU gz) 关于 GG 严格 凸 ， 证 毕 . 

“为 给 出 如 联合 逼近 的 阶 强 唯 一 性 . 我 们 需要 下 面 命题 ， 它 
在 第 三 TD PORE FAK BRIS FA. 

命题 2.1 i X E Banach 空间 ，p 宇 2， 则 下 述 论 断 等 价 . 

1) X AA p 阶 凸 性 模 ; 

1) D= |l elli EX ER p-ar A. 

前 先 来 证 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.3 WX MGS], x, yES,e= || ry | , 
VrE[o.1] | | 


[fe Toatyl x E * — tele) 


WE b: BREL olap ha TE Dol se. 由 


i EET 
得 
A+ i=) fl=#_ a 
E 2 ji 2 ; p 
因此 
. A . 1-4 lp tA 
2 fF 2 9: 2 2-9 
解 之 得 
1a 2 _ 工 一 + 
1+: “TIF: 
H Z= prt Q-0*228 
t,{, 1 NEN 
lal <P 4 - P24) 1-06) 
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Rogxd | | 
i ST AN | = À b mI c tO CE) 
j| 02 | =? 
il 一 


iB. 


市 是 2. 1 之 证 明 : 


o4 žal 1 | mnm - 
Jor EY A LES gò, v (€ o] 


从 而 7 yer B. WIE y Door rl md FiBec lx 


pede ray | Dl 


etoile 0 [LX Gel 
fad QDxo9] 


ZEILE sate) 


-4 iL p 
LEL wee) | 


A(t) = Tp 
y dr 


LE 
2 
故 
IS 
由 于 hi1(?) 在 L0,1j] 上 是 严格 增 ， MA 
acá] 
hit) Sht) s "= 
zuti-$ | 
从 而 
fork 
1— AQ) 关上 一 一 一 一 一 一 一 
1 E |^ 
zlL1+ (1-4) | 
CIEL , 则 6(Ce Se =) > Am | 


A(t) < hy) 
1 


€ 


而 入 (DO 在 4 一 由 一 28| 5| ”处 取 到 最 大 值 ， 且 


raj [1—20 $) 7] 
i+{1—el £' = oa 
ae - al -23 可 | Tel 
z+) ] 
从 而 
om- uci] 
zitl- g 


peAa -atah 
a 


p - ( —]) 2 一 ME 
当 e 0 时 ， 上 式 右 端 中 第 一 项 等 价 于 个 全。 ， 第 二 项 等 价 3 


+ 


£ | 


p6| 三 | ah X 具有 户 阶 凸 性 模 所 以 存在 Cox>>0， 使 


] — A(t) > C, 


从 而 

Bp 

Hertsi P -1 Pale i P 

| ?十 到 上 ?| 
zl?+ yl clr— yl 

所 以 


sty <tr +t p 
[tef <ie tgl 


一 去 Co z 一 ?用 GO 


这 样 ， 对 Y zyEX， 令 

r = max ( || x || styl} 
则 由 
x y i^ 
rtr| «il 


P P 


+: 1 
— 3C 


r r 


r r 
ARH x yEX RMA. . | 
现 对 Y 0<4<1, 不 妨 设 4 去 ， 从 而 
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Ic a = Dyl = [a E + aca» 


| P 
<a + a- wil 


<a Slat + 4l 一 二 colz 一 yl 
二 a= 22) | yl? 
=li + anly AC, i ae y l? 
«Alxzl^-a-^20Il»l? 
—A0—2C,lz—»yl* 
所 以 ii 成 立 . 
i)-»1). 
Wha? BX ER pA, WV x.»y€ X. li xli = 
lyll=1.ll2a-yl =e. @ | 


E" 


zy leg 
1 5$. 1 
(8) > 1 — E — no P = Tp C€,€ 


B XRB paR, WEH. 

定理 2.4 Ub X ROB pO., p>2,G E p 阶 联合 太阳 
集 , (rE F(X) gE PoCUzi}) M go ia) p 阶 强 唯一 最 住 
联合 逼近 ， 即 存在 d,>0, {EY ECH 


SJA la — ee < Sale ~ allt 4 ac aol? 
证 "Tr 从 而 由 命题 2. 1 4, V AE [0， 
IJ 4g€ 0, 有 | 
Xala- az +a- Do I" 


i=] 


< SA s EIU (l-A |l2a— ell? 


i=j 


- 252 * 


TAa = DC, lg—21^] 
-AÐA l x -I+ aD Ale — gl? 


| -aa ~ ve, le—zl^ 
Bp 
Pa Gg + 0 — Ag) 
< Ag. QD + (0— AGL CZ) —A1—20C,lg— l^ 
故 eL XE G pA. 这 样 由 定理 1. 6 或 推论 1.2 立即 可 得 
定理 2.4， 证 毕 ， 

将 优化 问题 Pa ,G) 的 强 唯一 常数 的 结果 应 用 于 £L, 联合 通 近 
问题 ， 我 们 可 得 ij 联合 逼近 强 唯一 性 的 结果 ， 下 面 举 一 例 ， 其 余 
读者 可 自行 推 之 . 

定理 2.5 设 G 是 X 的 子 集 , (EF, (X), go EP,((zx}), 
则 下 述 论 源 等 价 : 

D 存在 常数 se >0， 使 


Dala- gi?’ 


> PAlla gl’ +S, lae—sl VeEG 
CBD go Elz 的 强 唯一 -RL 联合 逼近 ) > 


inf BA | z —& l^ ou Ref TELE, | 0. 


fee, Ms, "49 


ii) se 是 {z) 的 强 唯一 最 佳 联合 逼近 ， 则 存在 常数 C0. 
V a 之 1 有 
D4 lai ge > DIA xt — gol ^ + aC le — go ll 
| VgEG 
其 中 
Xi = gy H a(x; — go) ,0 0, p 1,2,°°,N 
证 由 于 小 是 定理 1.8 中 当 eo, BIBJAETE ID. 因此 ,由 定 
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理 1.8， 我 们 只 需 证 明 ， 当 o—o.Hl. ti) 与 定理 1. 8 中 的 条 件 


D 等 价 . 
BOXE. XV ei VgcG 


Valasa l> dls otale gl 


等 价 于 
N \ 
Yala [Eni jg) 


P 


N . 
之 a? DÀ | z, — ga || ^ + a? le — gll 
i=] 
ii 


- lg - gl 


| 1— lg 一 go 
故 又 等 价 于 | 
Saja- [eti-e 


P 


> > À fx; — gi ^ + cig + | 1 一 Lla, 一 go 
因此 , 条 件 站) 等 价 于 定理 1.8 hyo, MRED. 从 而 定理 
2. 5 成立， 证 毕 . | 
注 2.1 若 将 定理 1.8 应 用 下 述 泛 函 
N 1 
$4, = 1 DA lx; — vll P)? 


则 可 得 下 述 论断 等 价 . 
i) 存 在 常数 S$S。 0, 使 


(Alas al) 


> 1 Qk lz Tgl’ l^-S.lez—azl.veco 
=] 


inf 5A | r; — gol ^- „max x Ref p= fr)» 0 0 


Ma? 
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XE 5,20, f 


N | 
M |r, — Zo |? j^ Se gg l VgeG 
N 1 
à; l aenal) 


324 | zx; — go ll? 5 -C,ll e e | YEG 


值得 注意 的 是 ,虽然 go Elo, 联合 最 佳 通 近 也 等 价 于 总 
是 优化 问题 (2。,G) 的 最 优 解 , 且 可 以 证 明 , go 是 {xi) 的 强 唯 一 最 
佳 上 联合 逼近 也 等 价 于 fo 是 优化 问题 (9.;， 'G) 的 强 唯 一 最 优 解 ， 
但 考虑 对 {z!} 的 一 致 强 唯 一 最 侍 1, RN, 它们 却 有 本 质 的 
不 同 ， 这 一 点 ， 可 从 定理 2.5 及 注 2. 1 中 体会 到 . 

注 2.2 从 定理 2.4 可 以 很 容易 地 得 到 最 佳 i 联合 逼近 的 连 
续 性 结果 . 


Bo 非 线性 同时 融 近 


ABS. 利用 单元 通 近 的 特征 理论 ， 我 们 给 出 了 C 对 紧 集 
F 的 最 佳 同 时 逼近 的 特征 . 显而易见 ， 对 一 般 有 界 集 已, 第 二 章 的 
技巧 不 再 有 效 ， 事 实 上 ， 对 一 般 有 界 集 ， 这 一 问题 的 研究 要 复杂 
得 多 . 本 节 首 先 利 用 非 线性 优化 理论 讨论 最 佳 同 时 逼近 的 特征 ， 
并 给 出 更 明确 的 形式 . 然后， 我 们 研究 一 般 有 界 集 的 最 佳 同时 逼 
近 的 唯一 性 和 存在 性 问题 , 最 后 给 出 C 对 BR EIB 

我 们 先 来 重 述 一 下 有 关 的 概念 , EF ERREZE X 的 有 
界 子 集 ，G 是 X 的 任 一 子 集 ， 若 soEC 满足 

sup | f— g | = inf sup lf —2£l 


HPK go 是 CG xt F 的 最 佳 同 时 逼近 或 相对 Chebyshev 中 心 ， 其 全 
Wig X POCO. ifi re CF) = int sup ll f— || 称 为 G 对 已 的 相对 
Chebyshev 半径 ， 
令 
f(g) = sup | f — g | “VEX 
Wo X EES, Ae EG EGI F 的 最 佳 同 时 通 近 
等 价 于 go EREE eG) HEA, BI PG= Po CQ). 


—. [R]EI3BYIÉUTRUEXEXE 


REX 3.1 设 CG 是 式 的 子 集 , FRX 的 有 界 子 集 , goEcG. € 
go € Pelf )>go € PeF), Va>l 
其 中 | 
Fa = (f. godc-af—g): JEF) 
则 称 go 是 G RT F 的 同时 太阳 点 . EX X 的 任何 有 界 集 下 ，asr 
都 是 G 关于 Ff 的 同时 太阳 点 . 则 称 go 是 C 的 同时 太阳 点 2G 
中 任 一 点 都 是 G 的 同时 太阳 点 ， 则 称 G 是 同时 太阳 集 . 
显然 ，C 是 同时 太阳 集 >G 2 RIAN AM EG. 是 太阳 集 . 
引 理 3.1 BGCKX, F EX 的 有 界 集 ，goEC， 则 下 述 论 断 
等 价 : 
D go 是 G 的 9r KIA, 
ii) go 是 G 关于 F HRN APR. 
其 证 明 类 似 于 引 理 2.1. 
为 给 出 Ge (go,4) 的 更 明确 的 表示 ， 我 们 需要 几 个 引 理 . 
设 K=e(B*)* 为 X 的 闭 单位 球 的 端点 全 体 的 弱 * 闭 包 ， 则 
K #255 BR. HV SEX FA 
maxRez* (J) = max Rer” (f) = |Z| 


r'ck r €B 


MX MUR IHE F. EX 
UG") = supRez" CD, Yr EK 
€ 
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(tc 一 inf supUr(W), Va ER 


OEM” we 0 


Map Ne) Bea AK IUBE FERAH 


My, = (af € KiUgir ) - Rex (Ge) = VF —- gi 
He 
| F — gl) = sup [Uk (r") 一 Rer (g) | 
x EK 


2383.2 UFC dE K ERO bE SEHR 
证 Yr 定义 
KG) {x € Ki Ug(xD0 «ri 
对 Y r EK Cr), W 
Uy (rk <r WIM FETE OE NG) 使 
supU,(w)-«r 


wt o0 


所 以 Y r eO.DJOC NO), EX 
U£z(r')z supU p(w) <r 
Bi OCCK GO Tfj zo EO.» WKGORK 上 的 开 集 . 
5ijB 3.3 V g€X 
id Ur (r')—Rex'(g)—[IUg(Cy')—Key' (gj un 
i) sup[|Ug(r')—Rexc' (g) |= sup [UsCGr') —Rex' (g) | 


x €K x EK 


证 
D Yeri EK. HEO OEN), W 
UTCrz yy 一 Rer (g) < Uply*) — Rey” (g) jyt FE, 
Vx € Oi 

Rec‘ (g) < Rery (g) +€, Va" €O, 

Kf O=O,NOL.E Nal). H 
Ura) < [Ur 一 Rey (8)] lyra 

+ Rex; (g) + 26, Ya" cO 
ay 


Ui (ag) S [UrsCGy > Rey GO ]* |, au 
| + Rez; (g) 十 2€ 
由 e 0 的 任意 性 知 
Un (ag) — Rez; (g) < [Ug(Cy^) — Rey* (eg)]+ lota] 
EZ. ROEN), 
Up(r*) «Ug lri) +e, Yr* €O 
一 人 ez (g) <— Rex; (g) +€, Vz'co 
则 如 上 所 证 立即 可 得 
[Ur(y*) 一 Rey (g) ]* | y= SUF G9) — Rex} (g) 
B DNE 
i) ”由 让 及 UF HEN, BRA 
sup [Ug(x*) — Rex' Cg) |X sup [UF (x*) — Rex*(g) | 


x" EK xr" EK 
反之 ， 为 方便 起 见 ， 简 记 
[Ur (eg) — Rezi (g) ]*= [Uro — Rey G2]* |), 


GR, Vasc EKVOECNG), 使 
Ut (xg) — Rez? (g) = (Ur (a3) — Rex} (zg) ]* 
< sup[Up(x") — Rex* (g)] 


r'€o 
< sup[Ugs(xr*) — Rex^(g)! 


ick 
iD My. ub. 
ib3.1 由 引 理 3.3， 知 


|F — g| ^ sup [Uf x") 一 Rer (g) ]= suplf — el 
z"'eK [EF 


引 理 3.4 V go, h€X 
prlgosh) = max Rex^(— h) 


r* EMp_¢, 
证 首先， 由 于 玉 是 弱 * 紧 ，UF (zx*) 一 Rer’ lo) EK 上 的 
EPERRA dX Mr- FEARS RE, HDTV ro € M... 
Pr (Zo + th) — Pro) 
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= sup [ U} (2*) -- Rer* (g, + th) | 


zr" EK 


一 sup[Ug(z') 一 Rer (go) 


x" EK 
= Up lrg) — Rez} (go + th) 
— UE (xg) + Reri (go) 
= Rerý (— A) 
所 以 


d. Cg, h) = lim ZET — PCB) 


i>o+ z 


=> Rez} (— A) 


Olgo h) > max Rer*(— h) 


z” E Mpo e 

Bum. Ve>o Ra EMr_s -wn， 则 有 

Gr (gotth) — Gr Cg) 
<[Uf Gy) —Rezr' (g,+th) 一 [CT (x^) 一 Rez” (go) | 
-—fRer, (—h) 
故 


gr (Bosh) 委 limRez” C— A) 


1-03 
由 于 af CK, KR OR, MATER teot, Biz mrs. XXE 
Gk (Boh) S Rex} C— h) 
下 证 ze € Mr- HF 
UF Ge) 一 Rer, (go 十 teh) = sup | f.— Zo th | 
AUF") EFS, i 
TimU (x) SUF (xj) 


ta +0 


Ui (xg) 一 Rex} (go) > lim[ UF (a7) — Rex (go + tah) | 
t”? 


= lim sup| f — g; — &4/^| = |F — gil 


t0 f€F 


B Xo € Mz... 从 而 
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Or (Bash) x; max Rex” (— A) 


* 
r €M,.. 
Feu 


证 毕 
由 引 理 3. 4 及 定理 2 立 郧 可 得 
定理 3.1 设 G 是 XX 的 子 集 , 了 CX 是 有 界 子 集 ， go€G， 则 


FRERE: 
D godt GET F WAAR. 
ij) g;€P; GP) e— 


max Rerz'(gj— g) 20; Vgc€cGc 
TEMy., 
ik 3. 2 定理 3 .1 ASAE iP max Rer" (o7 82220 不 能 


r'€M Fg, 
D max Rez’ (go 一 &) 之 0. 
rt € My... , NEK) 


£i 3. 1 X= (z€ CL- 1,1] (00 GO)zC- 02) 


y) = GV E EL— 1.1) 
G= span {yo} 


由 于 
e(B*) = { 土 e:0 uisi 


故 


K = e«(B*)* = {+ Et c | — 1,1] 


对 cE[L 一 1,0), 令 
1 -+ É, $ c q- P ,g | 
f,03 = 
LO, 


上 十 t € (q,0] 


¿E (0,1) 
{fy:9 € Lo 0,05 


Wi F 是 X 的 有 界 集 ， er) 又 
BL tE [— 1,0] 


Up (e) = [supft) 一 
r (é,) Lup 7 lo. t € (0.1] 


Ui(—e)-—[-—inffQ))] = 0, Wee b- 1,1) 
FEF 


. RO- 


[F gl= |F — ol = suplf£1— 1 
Mz... 一 一 ieo? 
而 eoEelK). 故此 例 说 明 ，go 二 0€ PF) ,但 Y SEC， 不 存在 
r' ERK) r'€ Mr, WE 
r'Ggo-— g)z0 
推论 3.1 设 GCX, FEX 的 全 有 界 集 ，goSC， 则 下 述 论 
新 等 价 : 
D go 是 G 关于 下 的 间 时 太阳 点 ; 
supRez' (J) — Rex' (gj) = |F — gil 
JEF 
Rer* (g, — g) 20 
证 由 于 车 Ur(*，) 连 续 ， 则 | 
Ui(r')— Rex’ (g) = Ur(x*) — Rer* (g) V2" EK 
故我 们 只 需 证 明 ， 若 下 是 全 有 界 ， 则 Cr ) 是 连续 的 . 
V £0, BG tm} OF 是 下 的 有 限 二 -网 ， Wi x^, EK, 
存在 x* 的 弱 " 开 邻 域 U(x' ),， 使 
[r*a y an< rm y CUQ), a = 1,2, 0m 
H mE 
IUgCy?) — U(r’) | = |supRey* (f) — supRex* Cf | 
. JEF JEF 
< sup|Re[ y' (N — rN]! 
f€F 
对 YY JEF, r€ (xit 使 
|z = F< 2/3 
这 样 Y y' CUCGr' 2 
|UgCy* 2 — Ura") |< supi»" CP — x* C) 
< supl |y" (f — zp) + |y* (rp) — zx* Cry) | 
+ [zx* (zy— 1] 


€ 
KS yzytyt p=. 
wv 


MU ORK 上 的 连续 组 数 ， 从 而 由 定理 3. 1， 立 即 可 得 推论 
3. 1 的 证 明 ， 证 些 . 

注 3.3 由 推论 3.1 也 能 较 易 地 得 到 第 二 章 中 上 紧 集 的 同 电表 
近 的 特征 定理 . 

推论 3.2 设 G 是 X 的 子 集 ， 则 下 述 论 断 等 价 : 

D G 是 同时 太阳 集 〈( 紧 同时 太阳 和 集 ):; 

D 对 X 中 的 任何 有 界 集 〈 紧 子 集 ) F,goEG, 则 go€ PP) 
yY gC€G, Fitter EK, fH 

U£(x')— Rez* (g) = |F — gi 
(supRez" (f) — Rer (g) = |F — gl) 


H 
| Rez (so — 8g) 20 
为 给 出 同时 太阳 集 的 另 一 特征 ， 我 们 引入 下 述 概念 . 
定义 3.2 FCX 是 有 界 集 . 设 GCX, g, € G. 在 对 Y SEC， 
Mr- C ACE 
和 | 
minRex* (g — go) > 0 
x" EA 
i S ATEA, 必 存 在 g,€ G. 4E lg, — 2o] 0, 
H. 


Rez'(g, — g) > Ui (x^) — Rex' (g) — |F — gl: 

= Va EA | 
WK go Æ G RTF F 的 同时 正则 点 . 类 似 于 同时 太阳 点 和 同时 太 
阳 集 的 定义 ， 我 们 也 可 定义 同时 正则 点 和 同时 正则 集 . 
GBR, CASHES 是 同时 正则 集 汪 C 是 正则 集 . 
定理 3.2 设 G 是 和 的 子 集 ，goEC， 则 下 述 论断 等 价 : 
i) go 是 CG 的 同时 太阳 点 
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i) go 是 Ge 的 同时 正则 后 
证 2010. 
由 定理 3.1, 我 们 只 和 需 证 明 , Ai) Mor, W g EPF 
Y EGTE EM dl 
Rez (go — g) 20 
由 于 “<” 部 分 显然 ， 故 只 需 证 “之 ”部 分 
设 gE PeF) ,但 存在 SEC， 使 


max Rez*(go - g) 一 一 < 二 0 
2 EM. gr 
之 
O = G € K,Rezx (go — g) &— 5 
A=0 | 
则 
AdF_e C AC 天 

H 

minRexr'(g — g) = 0 

xr’ EA 

Rer'(g,-- £0) 一 UF (xr*) — Rer“ (go) 一 | F — gc | 


n YEA 
BE. 42° COR, A 
UF (x’) — Rer* (g,) < | F — geo |l 
fi 42" € K\O 时 ,由 于 天 \O 是 弱 ' E. HEKO I Mr =O » 
而 存在 6>0， 合 | 
Ut(r*) — Rex* (g) < |] F — & | 一 ô, V x” € KNO 


BOY EARUM H ses || <y 从 而 


sup [Ug (x*) 一 人 ez (gl WF — ell —9-- lg. — & | 
r“ EKSO 
一 1 F — | EN i 
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因此 ， 当 充分 大 时 . 


| F — g, = sup (Uf G^) — Rez'(Geg,) | 
z EK 
< | F — go | 


RU 
sup || f — g, || < sup ll f — ge || 
JEF SEF 
与 geoE PcGO IB. Bid wz. 
i)=>i1). | 


V SEC 及 满足 | 
Mre, C. A C K fHiminRer'(g ~ 2,) > 0 


. x"€A 
HS ATEA, HO GERE. 1 A, eg, € PcGO. w 
BG) = (g E€ Gilg- eli « LE F — illi 
. AREER, XIV n> lsgo€ Paw CF) , WHE g € Gs || ga 
aslciü(rF—ad. HB 
|F =g] < |F- gol 
从 而 | gn Bo | +0, H 
Rez* (g, — ga) > UF (x*) — Rex*(g,.) — || F — gol. 
Yr’ EA — 
Bl go 是 GG 的 同时 正则 点 ， 故 ii) BOW. 
肥 设 存在 no 1s fii go € Ps, co CP. 由 于 


Uti (rt) = BURG) 十 
"y Lo 
故 
UgG')—Ug(Q')-— P — l| TUE (x*) — Rex* (g,) | 
np 0 


从 而 


1 一 1| Ree (go) Va EK 
Ng ， 


. ， 1 | 
sup[U Cr) - US Ge (122) EF el 


又 因为 
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Un, Cr) -- Rec (gy) = ~ [Ut (r') — Rer* (go) |; 
0 


"g 


Yr € K 
Bx 
Fr — -dpp 
| m Eo No | F &o | 
这 样 ， 当 g€ B,, (Git 
| F2 — gl = sup [Ui(zx’)— Rer* (g) 
0o. r* eK 
E [Uf Ge) — UR a] | 


r 


> |F-gl —[1- Zi IF- gl 


> F= gl = |F} gl 


4 gE B,(G) it 
|| Figli = sup [U£, (r') — Rer* (go) + Rez’ (go 一 g) i 
Ho ZI EK L. "C 4 
= |le-ei — il Fi — Bo | 
2 3 } | 
> 2 eel — LIP- eh 
o l ` | i 
= = |F = gl = || Fl -g| 
no "o 


所 以 BoE Pot) ' 由 于 &o EG 的 同时 太阳 点 : H 
F = g, + no( F2 M go | 

BK go€ PeF). FE. Aub. DR- 证 毕 . 

将 定理 3. 2 应 用 于 Ca(Q) 空 间 和 光滑 空间 则 有 : 

推论 3.3 C Æ CO COD HR EA [s] SEEK BH SS — C J& Ca COD BE 
[3] tK EH 4e e G UH 88 nn RI P a. 

推论 3.4 设 C 是 X 中 的 近 迫 集 . X 是 光 清 空间 , WC 是 < 
-p aS IET AC HH 4E — G 是 中 的 紧 同 时 太阳 集 皇 >C de BU S. 
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二 、 同 时 逼近 的 存在 性 与 唯一 性 


首先 ， 由 第 一 节 中 的 结果 ， 立 即 可 得 下 面 的 存在 性 定理 . 

定理 3.3 设 C 是 X 中 的 有 界 弱 序 列 紧 子 集 ， 则 Y AREF 
TCX, Pel P 9. 

F h EEN K ME — EE E. 

定理 3.4 设 G 是 X 的 紧 同 时 太阳 集 , WIV 紧 子 集 fCX， 
PoP) BBA X XT Gf. 

证 “<=” 

由 定理 1.5， 我 们 只 需 证 明 ve 关于 C 是 严格 凸 , XIN gos 
Gg Æg: H 

Pr (81) = Pr (82) 

Ti 


" ` 1 
zi 5 (8 十 g2)| — 9 十 59 GD 
E /,€P, 使 


sup! f — i 二 = f,— Ll, gol 
fer | 2 2 | 
从 而 
Sup 一 1 = (81 + 82)1 = fo — Teg, +g) 
<i fo— alt sf — el 
« y spl/— nlt > suplf— aol 
JEF 
= sup f— L2) 
JEF 2 
故 


ll fo — gi + So — e: ll ll fo — ai ll + Ifo — gl 
Fo — Br ll = I So gl 


| 
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但 
(fo — gi? MM (f, — £2) = B8» 8| c G—G 
HX KT C PRI. 所 以 e. 是 关于 GG 严格 凸 . 


sé 


TO VTAT Boe 


—? 
RX XT G 不 严格 凸 ， 则 存在 z,yEX,1zl=1>l= 


poe»|-0x—ec-6. 但 xy. iv g;&G. fg 


1 
Zo = 9 E + g») 


F = B | LG | Yg Go yj 


则 rc 天) 一 人, 上 ZE P (FP). 


事实 上 ,车 存在 aEG， 使 
则 
| 


g=} Gk» cales 


got yet ye 


= zty- atte- el 


之 24 一 | 
EX roCF) 2A. 而 由 


go — Gy) -a= à, i=1,2 


go 一 Sa +y) 一 gà 


gb Gb Y) -«|- A, t= ],2 


All g1sg2€ PoP). APB MX HFG Pe. WEHE. 

定理 3.5 设 C 是 X 的 同时 太阳 集 ， 则 对 任何 有 界 集 己 ， 
Pce(F) 至 多 有 一 元 后 >X 关于 G SAK. 

证 “e” 

同 定 理 3. 4 的 证 明 一 样 ， 我 们 只 需 证 明 qe 是 关于 C PER. 
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» W ff TE Lise EG, &i y» Bas 使 
fo 1. | i Lo 4 " 
|n RO gg cox eG 


b. Lour ] , | 
| x jie limits, - omm o 8D. 
[om]. coy Ono Be | 


ju 

sup | 了 一 > (e, + gj | = lim | fa > 3 Gr, gii 
Limpie 7o ed] 

< blim] f adi 5 lim EZ, e 


-l u | deul f- g. 
< s sup ils gd ty sup it~ 8l 


从 而 ， 如 有 必要 用 子 列 代替 AAA 
lim 


"od 


i 
logon fo go Him Ef. d 
"s ik "n 


~ l 
— lim | f, — g, | = supi J -- Pace cogi) | 


这 样 由 第 六 章 引 理 2. 7 ERRI ago F MA EX 
于 G 严格 串 ， 
“>” 反 设 X XY GIRS [Bs WEE yE X., lr | 
= yl Sigi gE GA 0. fiini A =A H 
lap H yl 2s O ar x0 eE Be) 


取 
= Leg, + By) stn = A(x, + Ymon = 1,250 
Eo T 2 Ei e A oÀ 1 n 


E = igy E unn = 14250) 
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则 类 似 于 定理 3.4 的 证 明 可 得 
rŒ) = +, gg; € Po CP) 


E WX KFC 各 向 一 致 止 . 证 毕 . 

$3.4 在 第 三 章 中 已 看 到 , 对 于 单元 最 佳 逼近 问题 . X 关于 
C 严格 后, 则 G 是 半 Chebysher $. 但 其 逆 不 真 . 但 对 同时 通过 
则 其 逆 也 成 立 ， 所 以 单元 逼近 的 唯一 性 与 最 佳 同 时 过 近 的 唯一 性 
问题 有 本 质 的 区 天. 


、 同 时 过 近 的 强 唯 一 性 与 连续 性 


首先 将 定理 1.8 和 定理 1.6 (或 推论 1.2) MATER. I 
可 得 下 面 的 定理 . 

定理 3.6 设 G 是 XX 的 子 集 , FCX 是 有 界 集 ， goEG, MF 
述 论 断 等 价 

i) 存在 常数 S。CF)>0， 使 

sup F> egl > sup lf — gol + S,GDolege—aelh- 


Vgc€c 
— 
inf max Rer* TELA. —D 
EY, ME go 


iD WERS (F>, fh 
sup | f — gi 2 sup || f — go +S, CF) [| g gol, 
IEF JEE 
| Vg€c 
则 存在 常数 Cr>0, 使 对 一 切 ol 有 
suplf—gl 2 sup |] f~ gol +Crile— el. 
TEF, JEF, 
VgEa 
其 中 
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F,— MEM SEF} 

证 类 似 于 定理 2.5 的 证 明 ， | 
定理 3.7 HX BAA p nen Banach 空间 ,下 是 区 
的 有 界 子 集 ，GCX,goe PcCF) 是 G 关于 下 的 同时 太阳 点 ， 则 存 


在 常数 Co>0， 使 
sup | f — g |? > sup || f — go l? +C, l g — all’ 
VgEG 
HFC, 与 无关， 而 仅 与 入 AX 
证 令 


eg) = sup | f — g || °, Vge€x 
则 易 见 ，goE PeF 4 EU oo BRE AG GO BS RTH. 这 
FÉ. 由 定理 1. 6, 我 们 只 需 证 明史 是 p 一 致 同 的 . 由 命题 2. 1, f£ 
在 常数 Cs*>>0， 使 对 Y t€ [0,1],V x.»€ XH 
læ + A= pyl sijela alal” 
—C,(1 — ż).t | 2 — yll? 
从 而 VY gis g;€ Xs Vt€ (0, 1] A 
(tg, (1 — ga) = sup lf —:g;—0—0a2;l* 
= sup liC£— eged H+H O—-DCÉ— l^ | 
入 SuPL f= alita If — Ball? 
—Cuau—nDla-sl*i 
<r sup | 了 一 全 人 十 人 — D sup |f — ell’ 
—Cu*ü0-—nDla-—zl^ 
= tlg) + 1 — te (gy) 
— CA — t) || g — g: |? 
BD g pn EE. 
# X fi Hilbert ZH H, 直接 计算 易 知 ， 对 :EL0,1],x,yE 


H A 
fiz + ayl selel Haly? 
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—t(1—20lr-—»l* 
从 而 有 
推论 3.5 设 G 是 Hilbert 3 H PATHE, FRM 的 有 界 子 
E, EPF), 车 go 是 G 关 于 下 的 同时 太阳 点 ， 则 有 
sup lf --gl*zsupli/— & I? + ige gl’ i gec 
PRA BERN yc xk SEES. Albee X ES 
Hausdorff Epig. BF, EG XIBWBAOA. + 
ACF, E) = max {supde(f) supdr C^) } 
NAC DRYF SEW Hausdorff EA. X 的 所 有 有 界 子 集 全 
体 在 Hausdorff 距离 下 形成 一 距离 空间 . 
定理 3.8 设 G 是 XX 的 同时 太阳 集 ,各 XX 具有 阶 凸 性 模 ， 
Pz2Wpep X 的 任何 有 界 集 忆 ， E,gr=Pc) g5 Poh) 6 


l ge — ge ll? « LAG. E) 十 r¢(F) + reOE) P?! ACE,F) 


Kp C, HEH 3. 7. 
证 ”由 和 定理 3.7 All 
C, | ge — Bri? X = sup || f — gel? — ré(P) 
由 于 
sup lf — gel < sup[dz Cf) 十 rg(E)] 
<ACK,E) + rz; CE) 
故 由 Cauchy 中 值 定理 得 
C,l ge — gel ^ C LACF E) +r GOD  — rE) 
O [hA GF E) + rz CE) P — Cn 


— — — 


— h(E, E) + ro; CE) P — ril 


(ACFE) + re UD T — PY} 


< P [AG E) 十 ro; GOD) Y? [AG E) + re(E) + ref] 
[ACE ,F) 十 ro; CE) — ry GO] 
< PC. E) + re( E) + ro(F) Y7! 


[ACF,E) + rol) — rolF)] 


«all 


类 似 地 可 得 
Cy lle — grl’ < ACA. F) 


+ rol E) + roel OJ BF) + nOD — nOD] 
将 上 而 两 式 相 加 ， 则 得 
2C, 8 一 DO 


gg — gr d ^ ALIE FE) CE doro (Fg) lI ACELE) 


peo Fe X 是 Hilbert 空间 | ZI. | 由 由 推论 3.5 Uu. 
一 2， 央 此 我 们 得 : 
”推论 3.6 设 G 是 Hilbert 空间 及 中 的 同时 太阳 集 ， 则 对 五 
中 的 任何 有 界 集 玉 ，F 玉 有 
li SE EF | f < [ACE FE) 十 ro CE) 十 r; CF) |JACE,F) 


第 四 节 评注 与 参考 文献 


FEB 2X 是 局 部 凸 线性 拓扑 空间 ，cC 为 凸 集 时 ， 优 
化 问题 Cp. CO 的 特征 由 Singer" 所 研究 ， 而 此 时 的 强 唯 一 常数 
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